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引言

电磁学不仅是经典物理学的重要组成部分，也是很多现代技术的核心基础。

从物理学科本身来看，电磁学的发展，尤其是麦克斯韦在 19 世纪通过麦克斯韦方程组统一
了电磁相互作用之后，为 20 世纪发展起来的相对论、量子力学、粒子物理标准模型等近代物理
各个分支的建立奠定了重要的基础。

电磁学中大多数定律的建立，都是起源于对某个电磁学现象的发现，而后通过物理学家们
定量的实验总结出来相应的物理规律。本书将以物理学发展历史的视角，逐步学习几千年来物
理学家门对电现象和磁现象的一步步深入认识的历史，介绍各类与电磁学的发展相关的重要实
验，以及与之对应的规律总结、数学推演和系统的理论的搭建。

麦克斯韦方程组是本书将要学习的最终物理目标，它包含了电场和磁场与它们的源（电荷、
电流）之间的决定性演化规律，我们将逐步学习这个方程组中每一个方程对应的深刻物理含义
和物理规律。首先，我们将从最简单的静止电荷产生的静电场出发，学习真空中和物质中静电
场的基本规律（第二、三、四、五章）；而后，我们将学习电荷做匀速运动（即有稳恒电流）的
情况下电流产生的静磁场，学习真空中和物质中的静磁场的基本规律（第六、七章）；最后，我
们将学习电场和磁场随时间变化的情况下电场与磁场的相互转化，从而最终得出麦克斯韦方程
组（第八、九章）。

从现代社会我们赖以生存的众多技术来看，电力与能源、通信技术、电子设备、家用电器、
粒子加速器和辐射探测技术、工业与自动化技术等各种技术的基础，都是建立在电磁学的基础
上，本书在各个章节都会或多或少介绍电磁学与这些相关技术的联系，例如，本书中对粒子加
速器、辐射探测技术、通信技术等有较多相关介绍。这其中，从麦克斯韦方程组得出的电磁波，
是现代通信技术等技术最为重要的核心基础。从数学上定量推导电磁波的辐射机制及其在不同
介质和器件中的传播已经属于电动力学的范畴，不过鉴于电磁波在现代技术中的重要意义，本
书将在第九章以半定量的方式认识电磁波的辐射及其在物质中的传播规律，并从现代通信等角
度分析一些相关的工程应用案例。

从课堂教学的角度，课堂讲授本书全部内容大概可以在 50 学时内完成。全书共九章，前八
章大致以每章 5 学时来分配，最后一章以 10 学时来进行讲授。
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第一章 数学预备知识

电磁学里的几个主要定律（如库仑定律、毕奥萨伐尔定律）描述的都是“源”（电荷、电流）
和它们产生的“场”（电场、磁场）之间的关系，这些定量的关系都是通过数学公式体现出来的，
电和磁的对称性和统一性也是通过数学表达式体现出来的。这里有些场是标量场，有些场是矢
量场，其中矢量带方向，而且大小和方向都会变，产生场的源的空间分布也存在复杂的多样性，
因此电磁学里的场的计算具有一定的复杂性。利用一些数学工具，可以将复杂的问题变为简单
的问题，比如：

1. 由于标量计算比矢量计算更简便（如叠加等），因此，有些时候把矢量（如电场）的计算先
转化为标量（如电势）的计算要更简单。

2. 电磁学里的方程往往都是偏微分方程（如麦克斯韦方程组），直接求解他们往往比较困难，
此时利用复变函数相关的傅里叶变换，可以很容易将这些偏微分方程转换成容易求解的代
数方程。

历史上，很多对电磁学的发展做过重要贡献的科学家都是数学家，他们在电磁学领域的突
破都或多或少的得益于他们的扎实的数学功底，比如：

• 安培 Ampere（1775-1836）法国人，数学家

• 玻尔兹曼 Boltzmann (1844-1906）奥地利人，数学物理学家

• 毕奥 Biot（1774-1862 ）法国人，数学家

• 泊松 Poisson (1781-1840) 法国人，数学家

• 拉普拉斯 Laplace（1749-1827）法国人，数学家

• 高斯 Gauss (1777-1855) 德国人，数学家

• 格林 Green（1793-1841）英国人，数学家

• 麦克斯韦 Maxwell (1831-1879) 苏格兰人，数学物理学家

• 开尔文 Kelvin（1824-1907）苏格兰人，数学物理学家和工程师

• 洛伦兹 Lorentz (1853-1928）荷兰人，理论物理学家

接下来我们将选取几个重要的数学工具进行介绍，作为本书的数学预备知识。
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1.1 标量和矢量

1.1.1 标量和矢量的定义

为了定量的研究物理现象，我们常常需要引入能够测量的物理量，有些物理量可以用简单
的一个数字（和单位）来表示，比如质量、温度、时间、能量等，我们把这些量称为标量 (scalar)；
而有些物理量，比如位移、速度等，它们既有大小、也有方向，不能简单的用一个数字来表示，
我们把这些量称为矢量 (vector)。

英语中"vector" 一词源于拉丁语的"carrier"，翻译过来便是“运送者”的意思，早期曾用于
导航和天文中，用来描述连接空间中的一点 A 到另一点 B，即 a⃗ =

−−→
AB，从 A 到 B 的方向即

为该矢量的方向，从 A 到 B 的距离则为该矢量的大小:

物理上的矢量大多数不具备空间距离的含义，但是它们的大小和方向仍然可以用箭头的大
小和方向来表示，而具体的数学表达形式则取决于坐标系的选取。以大家熟悉的直角坐标系为
例，一个矢量可以分解为三个坐标轴方向的矢量之和，矢量的运算便可以分解成三个标量的运
算：

a⃗ = xx̂ + yŷ + zẑ

在电磁学中，使用更为频繁的是柱坐标系和球坐标系，在这两个坐标系里的矢量表达式分
别为:
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a⃗ = rr̂ + ϕϕ̂ + zẑ a⃗ = rr̂ + θθ̂ + ϕϕ̂

在电磁学的计算中，很重要的一点是根据物理量分布的特征，选取相应的坐标系以及合适
的原点，有时候利用对称性和相应的坐标系可以减少变量，方程从三维变成一维。比如，研究
有球对称性的物理体系（如点电荷），显然使用球坐标系更为方便。

1.1.2 常见矢量计算公式

物理上矢量的计算法则和数学中的向量的计算法则是一致的，常用的有：

1. 矢量 r⃗ 的模：|r⃗| = r =
√

r2
x + r2

y + r2
z

2. 单位矢量: r̂ = r⃗
|r⃗|

3. 矢量的加法遵循平行四边形法则和三角形法则，满足交换律和结合律

4. 矢量的减法可以看成是一个矢量加上与另一个矢量方向相反的矢量

5. 矢量的点乘：a⃗ · b⃗ = |a⃗||⃗b| cos θ = axbx + ayby + azbz，可以理解为矢量 a⃗ 在矢量 b⃗ 方向
上的投影长度；点乘满足交换律和分配律

6. 矢量的叉乘：c⃗ = a⃗ × b⃗，叉乘的结果是一个矢量，其中 c⃗ 的方向垂直于 a⃗ 与 b⃗ 所在的平
面（右手定则），c⃗ 的大小可以理解为当 a⃗ 和 b⃗ 始于相同点时它们所张成的平行四边形的
面积（|c⃗| = |a⃗||⃗b| sin θ）；叉乘满足分配律；在正交的坐标系（如直角坐标系、柱坐标系、
球坐标系）中矢量的叉乘计算方法如下 (î, ĵ, k̂ = x̂, ŷ, ẑ/r̂, ϕ̂, ẑ/r̂, θ̂, ϕ̂)：

î × ĵ = k̂, ĵ × k̂ = î, k̂ × î = ĵ (1.1)

c⃗ = a⃗ × b⃗ = (aiî + aj ĵ + akk̂) × (biî + bj ĵ + bkk̂)

= (ajbk − akbj)î + (akbi − aibk)ĵ + (aibj − ajbi)k̂ (1.2)

7. 三个矢量的混合积/三重积：a⃗ · (⃗b × c⃗)，其结果是一个标量，该值可以理解为 a⃗、b⃗ 和 c⃗
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始于同一点时它们所张成的平行六面体的体积，因此很容易分析出如下等式：

a⃗ · (⃗b × c⃗) = b⃗ · (c⃗ × a⃗) = c⃗ · (a⃗ × b⃗) (1.3)

8. 双叉乘：a⃗ × (⃗b × c⃗)，该结果是一个矢量，其方向垂直于 a⃗，同时也位于 b⃗ 和 c⃗ 所在的平
面，因而可以分解成 b⃗ 和 c⃗ 的线性叠加1 ：

a⃗ × (⃗b × c⃗) = b⃗(a⃗ · c⃗) − c⃗(a⃗ · b⃗) (1.4)

由此也可以得出下面的等式（雅可比等式）：

a⃗ × (⃗b × c⃗) + b⃗ × (c⃗ × a⃗) + c⃗ × (a⃗ × b⃗) = 0 (1.5)

矢量的计算在电磁学中非常常见，熟练掌握常见的矢量计算对于电磁学的学习有重要的作
用。比如，我们中学时候学过的运动带电粒子在磁场中的受力（洛伦兹力）就是以矢量的叉乘
来表示的。

1.1.3 标量场和矢量场

历史上，物理学家们对于场的概念是经过一番争论的。传统上，物体与物体之间的相互作用
力大多数是接触引起的，对于像电荷之间相互作用这种非接触式的作用力，现代观点认为该作
用力不是两个带电粒子之间的直接相互作用，而是由其中一个带电粒子在空间中产生了场，而
另外一个带电粒子在空间中的某一点感受到了这个场的作用力，场在这里就像一个媒介一样。这
一场的概念在我们学习到电磁波的时候尤为重要，比如当带电粒子运动的时候，其远处产生的
场是存在时间滞后的，这就是电磁波传播的有限速度。电磁学中的数学主要是围绕电场和磁场
的计算，计算两者在三维空间的分布。

物理上，场是指物理量的空间分布，根据物理量的性质可以分为标量场和矢量场，比如温
度的空间分布是标量场，河水中的水流速度的空间分布是矢量场。

电磁学中，我们更关心的是标量场和矢量场（如电势、电场、磁场等）在空间中的变化情
况，以及这些标量场在特定路径、表面或者体积内的积分情况。

以电磁学中最重要的方程组-麦克斯韦方程组为例，它的微分形式和积分形式分别为：

∇ · D⃗ = ρ0 (1.6)

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(1.7)

∇ · B⃗ = 0 (1.8)

∇ × H⃗ = J⃗ + ∂D⃗

∂t
(1.9)

1公式记忆口诀：BAC-CAB；减号的理解：当 b⃗ 和 c⃗ 同向时结果为 0，因此肯定不能是加号
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‹
S

D⃗ · dS⃗ =
˚

V
ρ0dV (1.10)

˛
L

E⃗ · dl⃗ = −
¨

S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ (1.11)

‹
S

B⃗ · dS⃗ = 0 (1.12)
˛

L
H⃗ · dl⃗ =

¨
S

J⃗ · dS⃗ +
¨

S

∂D⃗

∂t
· dS⃗ (1.13)

在学习上述方程组之前，我们有必要先学习（或回顾）这个方程组里面涉及到的两个重要
的数学工具，即场的线、面和体积分，以及场的梯度、散度和旋度。

1.2 线、面和体积分

1.2.1 线积分

我们常见的形如
´ b

a f(x)dx 是函数 f(x) 在实数区间 [a, b] 上的积分，计算积分时函数沿着
从 a 到 b 的一维区间取值，对于我们即将讨论的线积分（line integral），它的积分函数的取值
是沿着被称为积分路径的特定三维曲线（C），因此线积分也叫路径积分（path integral）。线积
分中，被积函数可以是标量场，也可以是矢量场：

1. 标量场：
´

C f(r⃗)ds，其中 f(r⃗) 是被积的标量场，ds = |dr⃗| 是在 r⃗ 处曲线的切向向量的
长度，也可以看成该点处的一段很小的弧长（也称为线元, line element）。

2. 矢量场：
´

C f⃗(r⃗) · dr⃗，其中 f⃗(r⃗) 是被积的矢量场，dr⃗ 是在 r⃗ 处曲线的切向向量（也称为
矢量线元，vector line element）。

我们知道，空间中的一条曲线的方程可以用参数方程来表示，比如下式:

r⃗ = r⃗(t) = x(t)x̂ + y(t)ŷ + z(t)ẑ (1.14)

表示的是曲线 r⃗ : [t0, t1] → C，其中 r⃗(t0) 和 r⃗(t1) 分别是曲线 C 的两个端点。比如，在 z = 0
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平面上的以原点为中心，半径为 1 的圆可以写成如下参数方程：

x = cos(θ), y = sin(θ), z = 0; θ : [0, 2π]

利用曲线的参数方程，上述线积分也可以写成关于参数 t 的一个普通积分，为此，我们可以将
切向向量 dr⃗ 写成：

dr⃗ = dr⃗(t)
dt

dt = r⃗′(t)dt (1.15)

ds = |dr⃗| = |r⃗′(t)|dt (1.16)

因此，上述标量场和矢量场的线积分就可以写成如下关于参数 t 的普通积分：

ˆ
C

f(r⃗)ds =
ˆ t1

t0

f(r⃗(t))|r⃗′(t)|dt (1.17)
ˆ

C
f⃗(r⃗) · dr⃗ =

ˆ t1

t0

f⃗(r⃗(t)) · r⃗′(t)dt (1.18)

矢量场的线积分在物理学中非常常见，比如已知质点受到的某个外力随空间的变化（即外
力场）F⃗ (r⃗)，则当质点沿着某一特定曲线 C 运动时，外力 F⃗ (r⃗) 做的功可以写成：

W =
ˆ

C
F⃗ (r⃗) · dr⃗ (1.19)

例 1.1

质点沿如下螺旋线 C 运动 (t : 0 → 1)：

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t), z(t) = t

质点受到的力 F⃗ 在各个方向上的分量的大小为：

Fx = y, Fy = x, Fz = z

求在此过程中力 F⃗ 做的功（上述物理量的单位全部取国际单位制）。
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解:

力 F⃗ 做的功为：

W =
ˆ

C
F⃗ (r⃗) · dr⃗ =

ˆ 1

0
F⃗ (r⃗(t)) · r⃗′(t)dt =

ˆ 1

0
(y, x, z) · (cos′(t), sin′(t), t′)dt

=
ˆ 1

0
(sin(t), cos(t), t) · (− sin(t), cos(t), 1)dt =

ˆ 1

0
(− sin2(t) + cos2(t) + t)dt

=
ˆ 1

0
(cos(2t) + t)dt = (sin(2t)

2
+ t2

2
)|10 = sin(2)

2
+ 1

2
[N · m]

如果线积分中的曲线是一条闭合曲线（closed line integral），即从起点开始沿着曲线积分又
回到起点，那么这种情况我们一般把线积分的符号由

´
C 写成

¸
C。在力学中我们学过，质点从

初始位置运动到结束位置，如果一个力对质点做的功与质点的运动路径无关，那么我们就把这
个力称为保守力；这一说法也等价于当质点沿着闭合曲线运动到起始位置时力做的功为零时力
就是保守力2。在接下来的第1.3节讨论梯度和旋度的时候我们将进一步讨论保守力（或者与之对
应的保守场）的一些性质。

1.2.2 面积分

与三维空间中的曲线可以定义矢量线元 dr⃗ 的定义类似，对于三维空间中的曲面，我们可以
将这个曲面细分成多个小的面积元，对于每一个小的面积元我们可以定义一个矢量面积元 dS⃗，
其中 dS⃗ 的大小 dS 是该面积元的面积，而 dS⃗ 的方向是垂直于该面积元的法向方向，其中，法
向的正负可以人为的约定其中一个方向为正，一般情况下，对于闭合曲面，我们约定指向闭合
曲面外面的方向为正方向。

有了面积元的定义，我们就可以像线积分一样定义标量场和矢量场的面积分：

1. 标量场：
˜

S fdS，其中 f 为标量场，计算积分时该函数沿着曲面 S 取值

2. 矢量场：
˜

S f⃗ · dS⃗，其中 f⃗ 为矢量场，计算积分时取该矢量场在曲面 S 的各个面积元处
的值

与三维空间中的曲线可以用含一个参数的参数方程 r⃗(t) 来表示类似，三维空间中的曲面可
以用含两个参数的参数方程 r⃗(s, t) 来表示，比如下式：

r⃗ = r⃗(s, t) = x(s, t)x̂ + y(s, t)ŷ + z(s, t)ẑ (1.20)

表示的是曲面 r⃗ : [s0, s1] × [t0, t1] → S。比如，以原点为中心，半径为 1 的球面可以写成如下参

2简单证明如下：如果已知力做的功与质点运动路径无关，那么我们在一个闭合路径上选取任意两点 A 和 B，在
这条闭合路径上从 A到 B有两条可选的路径 (记做路径 1和 2)，我们知道沿着这两条路径力做的功都是相等的，那
么根据矢量点乘的性质，我们可以得出，从 A 沿路径 1 到 B 时力做的功，将正好等于从 B 沿着路径 2 的反方向到
A 做的功的负数，因此力沿着这条闭合路径做的总功为零；反之，如果已知力沿着闭合路径做的总功为零，也可以
类似的得出力做的功与运动路径无关的结论。



14 第一章 数学预备知识

数方程：
x = sin θ cos ϕ, y = sin θ sin ϕ, z = cos θ; θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]

如上图所示，结合向量叉乘的几何意义（面积），我们可以利用曲面的参数方程，将面积元 dS⃗

写成：

dS⃗ = dr⃗1 × dr⃗2, dr⃗1 = ∂r⃗(s, t)
∂s

dS⃗, dr⃗2 = ∂r⃗(s, t)
∂t

dt (1.21)

⇒ dS⃗ = ∂r⃗(s, t)
∂s

× ∂r⃗(s, t)
∂t

dsdt (1.22)

dS =
∣∣∣∣∂r⃗(s, t)

∂s
× ∂r⃗(s, t)

∂t

∣∣∣∣dsdt (1.23)

因此，上述标量场和矢量场的面积分便可以写成关于参数 s 和 t 的普通二重积分:
¨

S
fdS =

¨
S

f(r⃗(s, t))
∣∣∣∣∂r⃗(s, t)

∂s
× ∂r⃗(s, t)

∂t

∣∣∣∣dsdt (1.24)
¨

S
f⃗ · dS⃗ =

¨
S

f⃗(r⃗(s, t)) ·
(

∂r⃗(s, t)
∂s

× ∂r⃗(s, t)
∂t

)
dsdt (1.25)

例 1.2

在柱坐标系中，求以 z 轴为对称轴、半径为 r 的圆柱面上位于 (r, ϕ, z) 处的面积元 dS⃗
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解:

如右图所示，可知 dS⃗ 与 r⃗ 同向，其大小为：

dS =
∣∣∣∣dr⃗1 × dr⃗2

∣∣∣∣ = rdϕdz (1.26)

因此，柱坐标系的圆柱面的面元为：

dS⃗ = r̂rdϕdz (1.27)

此外，也可以直接通过圆柱面的参数方程求解：首先，我
们已知圆柱面的参数方程为：

r⃗(ϕ, z) = (r cos ϕ, r sin ϕ, z) (1.28)

将 r⃗ 对 ϕ 和 z 求偏导，可得：

∂r⃗

∂ϕ
= (−r sin ϕ, r cos ϕ, 0) (1.29)

∂r⃗

∂z
= (0, 0, 1) (1.30)

因而：

dS⃗ = ∂r⃗

∂ϕ
× ∂r⃗

∂z
dϕdz (1.31)

= (−r sin ϕ, r cos ϕ, 0) × (0, 0, 1)dϕdz (1.32)

= (r cos ϕ, r sin ϕ, 0)dϕdz (1.33)

= r̂rdϕdz (1.34)

请注意，在上面的推导过程中，我们把圆柱面的参数方程写到了直角坐标系中（即：⃗r = r cos ϕx̂+
r sin ϕŷ + zẑ），而不是写到柱坐标系中（即：r⃗ = rr̂ + ϕϕ̂ + zẑ），这是因为，如果使用后者，那
么在求诸如 ∂r⃗

∂ϕ 偏导时，我们就要考虑单位矢量 r̂ 对 ϕ 的偏导（ϕ 变化时，r̂ 也会变），但是如
果采用前者的直角坐标系，由于单位矢量 x̂, ŷ, ẑ 不会随着 ϕ 或者 z 的改变而改变，因而只需
要考虑坐标值本身的偏导就可以了。类似这样的处理方法在本书的后面部分还会经常使用。

例 1.3

在球坐标系中，求以原点为球心、半径为 r 的球面上位于 (r, θ, ϕ) 处的面积元 dS⃗
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解:

如右图所示，可知 dS⃗ 与 r⃗ 相同，其大小为：

dS =
∣∣∣∣dr⃗1 × dr⃗2

∣∣∣∣ = (rdθ)(r sin θdϕ) = r2 sin θdθdϕ (1.35)

因此，球坐标系中的球面的面元为：

dS⃗ = r̂r2 sin θdθdϕ (1.36)

此外，也可以直接通过球面的参数方程求解：首先，我们已知
球面的参数方程为：

r⃗(θ, ϕ) = (r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ) (1.37)

将 r⃗ 对 θ 和 ϕ 求偏导，可得：

∂r⃗

∂θ
= (r cos θ cos ϕ, r cos θ sin ϕ, −r sin θ) (1.38)

∂r⃗

∂ϕ
= (−r sin θ sin ϕ, r sin θ cos ϕ, 0) (1.39)

因而：

dS⃗ = ∂r⃗

∂θ
× ∂r⃗

∂ϕ
dθdϕ

= (r cos θ cos ϕ, r cos θ sin ϕ, −r sin θ) × (−r sin θ sin ϕ, r sin θ cos ϕ, 0)dθdϕ

= (r2 sin2 θ cos ϕ, r2 sin2 θ sin ϕ, r2 sin θ cos θ cos2 ϕ + r2 sin θ cos θ sin2 ϕ)dθdϕ

= r2 sin θ(sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)dθdϕ

= r̂r2 sin θdθdϕ

面积分在物理学中有很多应用，以电磁学中常用的电流的概念为例：我们熟知的电流的定
义是单位时间通过某一截面的总电荷量：

I = dQ

dt
(1.40)
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如上图所示的一段导线内，假设导体内自由电荷密度 ρ 和电荷的运动速度 v⃗ 处处相等，则显然
单位时间通过截面 S1 和 S2 的总电荷量是相等的，但是截面 S1 和 S2 的面积并不相等，此时，
我们可以使用面积分将电流的定义和截面联系起来：

I = dQ

dt
= ρvdtS1

dt
= ρvS1 =

¨
S1

ρv⃗ · dS⃗

I = dQ

dt
= ρvdtS2 cos θ

dt
= ρvS2 cos θ =

¨
S2

ρv⃗ · dS⃗

我们把单位时间通过某个面积的物质总量，称之为这个面积上的物质的通量（flux），通量
是个标量；相对应的，我们把单位面积上的通量，称之为通量密度，通量密度是个矢量。在上
述电流的例子中，电流可以看成是自由电荷这一“物质”的通量，而通量密度就是上式中的 ρv⃗，
也称为电流密度（J⃗），即：

I =
¨

S
J⃗ · dS⃗ (1.41)

通量的概念可以延伸到一般的矢量场，对于一般的矢量场 F⃗，则 F⃗ 本身可以看成是通量密
度，而通量密度在某个面积 dS⃗ 上的面积分就是这个矢量场在该面积上的通量3，我们一般用符
号 Φ 来表示：

Φ =
¨

S
F⃗ · dS⃗ (1.42)

如果计算面积分（或通量）时的曲面是一条闭合曲面，那么这种情况我们一般把面积分的
符号由

˜
S 写成

‚
S。在第1.3节我们将知道，矢量场通过一个闭合曲面的通量是否为零，取决

于这个闭合曲面内部是否存在产生这个矢量场的源；事实上直观上也能很好理解，如果闭合曲
面内部没有源，那从曲面的一侧进来的通量将从另一个出来，即最后这个闭合曲面的净通量将
为零。

1.2.3 体积分

体积分相对于前面学习的线积分和面积分来说是最直观的，因为体积只是个标量，所以一
般我们也只是对标量场进行体积分，其物理含义也很容易理解，比如对密度场进行体积分得到
的就是总体积，对电荷密度进行体积分得到的就是总电荷，等等。一般标量场 ϕ(r⃗) 的体积分可
以写成： ˚

V
ϕ(r⃗)dV (1.43)

其中，dV 是 r⃗ 处的体积元。如下图所示，对于任意一个三维坐标系 (î, ĵ, k̂)，在 r⃗ 处的体积元，
就是 dr⃗i, dr⃗j , dr⃗k 这三个线元所张成的平行六面体的体积，而由矢量的混合积的几何意义我们
知道，这个平行六面体的体积可以写成这三个线元的混合积：

3如果用带箭头的线条来画矢量场，可以把线条的密度看成是矢量场的通量密度，而穿过某个面积的总的线条数
量则可以看做该矢量场在该面积上的通量
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dV = dr⃗i · (dr⃗j × dr⃗k)

= (∂r⃗

∂i
di) ·

(
(∂r⃗

∂j
dj) × (∂r⃗

∂k
dk)

)
= ∂r⃗

∂i
·
(

∂r⃗

∂j
× ∂r⃗

∂k

)
didjdk (1.44)

下面我们将分别计算在几种典型的坐标系中的体积元的表达式：

1. 直角坐标系：

r⃗ = (x, y, z)
∂r⃗

∂x
= (1, 0, 0), ∂r⃗

∂y
= (0, 1, 0), ∂r⃗

∂z
= (0, 0, 1)

dV = ∂r⃗

∂x
·
(

∂r⃗

∂y
× ∂r⃗

∂z

)
dxdydz

= (1, 0, 0) ·
(

(0, 1, 0) × (0, 0, 1)
)

dxdydz

= (1, 0, 0) · (1, 0, 0)dxdydz

= dxdydz (1.45)

显然，对于直角坐标系，我们可以通过下图很直观的看出，r⃗ 处的三个线元的大小分别是
dx, dy, dz，且它们之间互相垂直，因此体积元就是 dxdydz。

2. 柱坐标系：

r⃗ =(r cos ϕ, r sin ϕ, z)
∂r⃗

∂r
=(cos ϕ, sin ϕ, 0)

∂r⃗

∂ϕ
=(−r sin ϕ, r cos ϕ, 0)

∂r⃗

∂z
=(0, 0, 1)

dV =∂r⃗

∂r
·
(

∂r⃗

∂ϕ
× ∂r⃗

∂z

)
drdϕdz

=(cos ϕ, sin ϕ, 0) ·
(

(−r sin ϕ, r cos ϕ, 0) × (0, 0, 1)
)

drdϕdz

=(cos ϕ, sin ϕ, 0) · (r cos ϕ, r sin ϕ, 0)drdϕdz

=rdrdϕdz (1.46)

当然我们也可以通过上面右侧的示意图直观的得出 dV = rdrdϕdz 的结论。
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3. 球坐标系：

r⃗ =(r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ)
∂r⃗

∂r
=(sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)

∂r⃗

∂θ
=(r cos θ cos ϕ, r cos θ sin ϕ, −r sin θ)

∂r⃗

∂ϕ
=(−r sin θ sin ϕ, r sin θ cos ϕ, 0)

dV =∂r⃗

∂r
·
(

∂r⃗

∂θ
× ∂r⃗

∂ϕ

)
drdθdϕ

=(sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)·(
(r cos θ cos ϕ, r cos θ sin ϕ, −r sin θ) × (−r sin θ sin ϕ, r sin θ cos ϕ, 0)

)
drdϕdz

=r2 sin θdrdθdϕ (1.47)

同样的，我们也可以通过上面右侧的示意图直观的得出 dV = r2 sin θdrdθdϕ 的结论。

1.3 梯度、散度和旋度

在电磁学中，我们经常要分析场随时间和空间的变化，其中时间是个标量，场随时间的变
化可以直接使用常见的对时间求微分来计算，比如，对于一个矢量场 f⃗(r⃗, t)，它对时间的微分
为：

df⃗

dt
= dfx

dt
x̂ + dfy

dt
ŷ + dfz

dt
ẑ (1.48)

电磁学里更有趣的是场随空间的变化，由于三维空间有三个自由度 x, y, z，因此，需要分别研究
场在三个不同方向 x̂, ŷ, ẑ 的变化，接下来我们将讨论对于标量场和矢量场如何分析它们随着空
间的变化情况。

1.3.1 梯度

对于标量场 U(r⃗)，如果我们把它在三个方向的变化放到一起组成一个矢量，则我们便可以
定义一个新的量，我们称之为标量场 U(r⃗) 的梯度（gradient）：

∇U = x̂
∂U

∂x
+ ŷ

∂U

∂y
+ ẑ

∂U

∂z
(1.49)
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其中 ∇ 为矢量算符 (Nabla 算符)：

∇ = ( ∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
) (1.50)

下面我们来分析一下梯度的物理含义，即它的大小和方向分别包含什么信息。通过微积分
里的全微分（或者通过直接泰勒展开），我们知道，一个标量场 U 在 r⃗ = (x, y, z) 处沿 dr⃗ =
(dx, dy, dz) 的变化（即 U(r⃗ + dr⃗) − U(r)）为：

dU = ∂U

∂x
dx + ∂U

∂y
dy + ∂U

∂z
dz (1.51)

上式也可写成：

dU = (∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z
) · (dx, dy, dz)

= ∇U · dr⃗ (1.52)

我们不妨在标量场的等势面上（即 U(x, y, z) =constant 的点所组成的平面）处取一点 r⃗ 以
及该点沿着等势面的切线 dr⃗，由于 dr⃗ 沿着等势面的切线，因此 U 沿着 dr⃗ 的变化为 0，即
dU = U(r⃗ + dr⃗) − U(r) = 0，从而有：

∇U · dr⃗ = 0 (1.53)

也就是说，∇U 的方向与等势面的切线方向垂直，即：∇U 的方向平行于等势面的法向。现在，
我们再把 dr⃗ 改成等势面的法线方向，那么我们知道：

dU = ∇U · dr⃗ = |∇U ||dr⃗| (1.54)

即：此时 |∇U | = dU
|dr⃗|，也就是说，∇U 的大小，等于 U 在等势面法向方向的导数。

在第1.2节学习线积分的时候，我们提到了保守力的概念：即如果一个力对指点做的功与质
点的运动路径无关，那么我们就把这个力称为保守力。保守力的概念可以延伸到一半的矢量场，
即如果一个矢量场 F⃗ 的线积分与从起点到终点的具体路径无关，那么我们把这种矢量场称为保
守场。关于保守场，我们还有一个定理，即：

定理 1.1 梯度定理
如果一个矢量场 F⃗ 可以写成一个标量场的梯度 F⃗ = ∇Φ，那么这个矢量场 F⃗ 是保守场。

证明:

取空间中的任意两点 A 和 B，如果 F⃗ 可以写成 F⃗ = ∇Φ，那么 F⃗ 从 A 到 B 沿某一路径
C 的线积分为： ˆ

C
F⃗ · dr⃗ =

ˆ
C

∇Φ · dr⃗ =
ˆ

C
dΦ = Φ(B) − Φ(A) (1.55)
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可知，该线积分的值 Φ(B) − Φ(A) 只与 A 点和 B 点的 Φ 值之差有关，与从 A 到 B 取哪条路
径无关，因此 F⃗ 是保守场。

实际上，上述定理反过来说也是成立的（梯度定理的逆定理），即：如果 F⃗ 是一个保守场，
那 F⃗ 一定可以写成一个标量场的梯度的形式 F⃗ = ∇Φ。证明起来也很简单，因为，如果 F⃗ 是
保守场，那我们可以这样定义 Φ(r⃗)：

Φ(r⃗) =
ˆ

C
F⃗ · dr⃗

其中 C 是从原点到 r⃗ 的任意一条曲线，由于 F⃗ 是保守场，所以上述 Φ(r⃗) 的值与具体路径无
关，是唯一定义的。因此，根据积分的定义，我们有：

dΦ(r⃗) = F⃗ · dr⃗

同时，根据上面关于梯度的定义，我们有：

dΦ(r⃗) = ∇Φ · dr⃗

结合上述两式，可知：
F⃗ · dr⃗ = ∇Φ · dr⃗

且上式对任意 dr⃗ 都是成立的，因而 F⃗ = ∇Φ。

1.3.2 散度

当我们考虑一个矢量场 F⃗ 随着空间的变化的时候，我们不仅要考虑空间中的三个自由度
x, y, z，还需要考虑矢量场本身有三个分量 Fx, Fy, Fz，而每个分量都会随着 x, y, z 的改变而改
变，因此总共存在 9 个微分量：

∂Fx

∂x
,

∂Fx

∂y
,

∂Fx

∂z

∂Fy

∂x
,

∂Fy

∂y
,

∂Fy

∂z

∂Fz

∂x
,

∂Fz

∂y
,

∂Fz

∂z

从这 9 个微分量中，我们可以通过组合其中某些为分量得到具有重要物理含义的一些量，比如，
我们将上面 3 × 3 个微分量里面的对角线上的 3 个相加，可以得到一个标量，我们称之为矢量
场 F⃗ 的散度（divergence）：

divF⃗ = ∂Fx

∂x
+ ∂Fy

∂y
+ ∂Fz

∂z
(1.56)

矢量场的散度是一个标量，它也可以写成 ∇ 和 F⃗ 的点乘的形式：
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divF⃗ = ∂Fx

∂x
+ ∂Fy

∂y
+ ∂Fz

∂z
= ( ∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
) · (Fx, Fy, Fz) = ∇ · F⃗ (1.57)

需要说明的是，上述关于散度的定义只是单纯的从数学上组合部分 F⃗ 的空间变化的偏微分
量给出的，仅从这个数学上的组合是很难看出其物理含义的。关于散度，还有一个更具有物理
含义的定义，即：矢量场 F⃗ 在空间 r⃗ 处的散度，是指该矢量场在包含 r⃗ 的一个无穷小的闭合
曲面 S 上的通量，除以该闭合曲面所围起来的空间的体积 dV：

divF⃗ = lim
dV →0

‚
S F⃗ · dS⃗

dV
(1.58)

也就是说，散度这个量表征的是矢量场的“场线”在某一点的发散或者会聚程度（因此取名
“散度”），divF⃗ > 0 表示在这一点 F⃗ 是向外发散的，divF⃗ < 0 则表示在这一点 F⃗ 是内会聚的，
而 divF⃗ = 0 则表示在这一点既不发散也不会聚（即：有多少场线进来就有多少出去）。

下面，我们将证明，上述1.57式和1.58式关于 F⃗ 的
散度的定义是等价的。如右图所示，取直角坐标系，
在空间中某点 r⃗ = (x, y, x) 处，以该点为中心取边
长为 dx, dy, dz 的长方体，下面我们来计算矢量场
F⃗ 在该长方体的六个表面组成的闭合曲面上的通量。

以图中相对的两个面 S⃗1 和 S⃗2 为例，F⃗ 在这两个面上的通量之和为：
¨

S⃗1+S⃗2

F⃗ · dS⃗ = F⃗ (x + dx

2
, y, z) · S⃗1 + F⃗ (x − dx

2
, y, z) · S⃗2

= Fx(x + dx

2
, y, z)dydz − Fx(x − dx

2
, y, z)dydz

=
[
Fx(x + dx

2
, y, z) − Fx(x − dx

2
, y, z)

]
dydz

=
[

∂Fx

∂x
dx

]
dydz

= ∂Fx

∂x
dV (1.59)

同理可得，前后和上下两个面的 F⃗ 的通量之和将分别为 ∂Fy

∂y dV 和 ∂Fz
∂z dV，因此，F⃗ 在该长方

体的六个表面组成的闭合曲面 S 上的总通量为：
‹

S
F⃗ · dS⃗ = ∂Fx

∂x
dV + ∂Fy

∂y
dV + ∂Fz

∂z
dV

=
(

∂Fx

∂x
+ ∂Fy

∂y
+ ∂Fz

∂z

)
dV

= (∇ · F⃗ )dV (1.60)
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因此，1.58式关于 F⃗ 的散度的定义可以写成：

divF⃗ = lim
dV →0

‚
S F⃗ · dS⃗

dV

= lim
dV →0

(∇ · F⃗ )dV

dV

= ∇ · F⃗ (1.61)

这就得到了1.57式关于 F⃗ 的散度的定义。

上面的关于散度的两种定义以及证明过程也告诉我们，对于足够小的体积 V 以及其外表面
对应的闭合曲面 S，我们有下面等式：

lim
V →0

(‹
S

F⃗ · dS⃗ −
˚

V
∇ · F⃗ dV

)
= 0 (1.62)

实际上，上面这个等式对于任意大小的体积及其外表面对应的闭合曲面都是成立的，而这一结
论也被称为高斯定理：

定理 1.2 高斯定理
矢量场 F⃗ 在任意闭合曲面 S 上的总通量，等于该矢量场的散度 ∇ · F⃗ 在 S 所包围的体
积 V 内的体积分： ‹

S
F⃗ · dS⃗ =

˚
V

∇ · F⃗ dV (1.63)

证明:

如图所示，对一任意闭合曲面 S 及其包围的体积 V，用
一个曲面 S′ 将该体积分成两部分，将这两部分的体积分
别记为 VA 和 VB，S′ 也同时将闭合曲面 S 分成了两部
分 SA 和 SB。于是，矢量场 F⃗ 在闭合曲面 S 上的总通
量可以写成：

‹
S

F⃗ · dS⃗ =
¨

S⃗A

F⃗ · dS⃗ +
¨

S⃗B

F⃗ · dS⃗ (1.64)

曲面 S′ 有两个方向相反的法向 (S⃗′
A 和 S⃗′

B)，且有：
¨

S⃗′
A

F⃗ · dS⃗ +
¨

S⃗′
B

F⃗ · dS⃗ = 0 (1.65)
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因此，1.64式可以写成：
‹

S
F⃗ · dS⃗ =

¨
S⃗A

F⃗ · dS⃗ +
¨

S⃗B

F⃗ · dS⃗ +
(¨

S⃗′
A

F⃗ · dS⃗ +
¨

S⃗′
B

F⃗ · dS⃗

)

=
(¨

S⃗A

F⃗ · dS⃗ +
¨

S⃗′
A

F⃗ · dS⃗

)
+

(¨
S⃗B

F⃗ · dS⃗ +
¨

S⃗′
B

F⃗ · dS⃗

)
=
‹

S⃗A+S⃗′
A

F⃗ · dS⃗ +
‹

S⃗B+S⃗′
B

F⃗ · dS⃗ (1.66)

也就是说，我们把矢量场 F⃗ 在体积 V 的外表面这个闭合曲面 S 的通量，写成了 F⃗ 在两个子
体积 VA 和 VB 各自的外表面的闭合曲面 SA + S′

A 和 SB + S′
B 的通量之和，我们可以用同样的

方法，继续对这两个子体积进行细分，直到将 V 细分成多个足够小的体积 Vi (i = 1, 2, 3, ..., N)
之和，且对每个 Vi，我们可以使用1.62式：

‹
S

F⃗ · dS⃗ =
N∑

i=1

‹
Si

F⃗ · dS⃗

=
N∑

i=1

˚
Vi

∇ · F⃗ dV

=
˚

V
∇ · F⃗ dV (1.67)

这就证明了上述高斯定理（1.63式）。

由高斯定理我们知道，如果在闭合曲面内部矢量场的散度 ∇ · F⃗ 为 0（或者其体积分为 0），
那么该矢量场在这个闭合曲面上的通量也为 0，也就是说从这个闭合曲面流出的场线和流入的
场线是相同的，从这个角度来说，我们可以把散度 ∇ · F⃗ 理解为矢量场 F⃗ 的“源”，即无源的
地方场线既不会聚也不发散，有源的地方才存在场线的会聚或者发散。

1.3.3 旋度

让我们再从数学上回到一个矢量场 F⃗ 随空间的变化可能有的 9 个偏微分量：

∂Fx

∂x
,

∂Fx

∂y
,

∂Fx

∂z

∂Fy

∂x
,

∂Fy

∂y
,

∂Fy

∂z

∂Fz

∂x
,

∂Fz

∂y
,

∂Fz

∂z

在定义散度时，我们使用了上面对角线上的三个偏微分量 ∂Fx
∂x ,

∂Fy

∂y , ∂Fz
∂z ，这三个偏微分量表征

的都是矢量场的各个分量在对应的分方向上的变化，最终得到的散度的定义物理上表示的也是
矢量场的场线在空间中某点的发散（或会聚）程度。上述 9 个偏微分量中，除去 ∂Fx

∂x ,
∂Fy

∂y , ∂Fz
∂z

之外的剩下 6 个偏微分量描述的都是 F⃗ 的各个分量在它们垂直方向上的变化，比如 ∂Fx
∂y 描述

的是 F⃗ 的 y 方向上的分量在 x 方向的变化。



1.3 梯度、散度和旋度 25

为了直观的理解矢量场的各个分量在其对应的垂直方向
上发生变化时是怎样的物理图像，我们不妨考虑下面这
样一个在 x − y 平面上的二维矢量场 F⃗：如右图所示，
假设 ∂Fx

∂y > 0,
∂Fy

∂x < 0，则从图中的 A 点沿着 B, C 到 D

点的这条路径上，Fx 逐渐增大，Fy 逐渐减小，而两者合
成之后的矢量场 F⃗ 的大小则基本上保持不变，但是 F⃗

的方向在发生变化，且其方向的变化使得 F⃗ 看上去一直
与从 A 到 D 的圆弧相切，即 F⃗ 这个矢量场从 A 到 D

的变化像是然绕着顺时针在“旋转”。

事实上，在上面这种二维的情况下，如果我们定义一个量 A = ∂Fy

∂x − ∂Fx
∂y ，如果 A在某一点

小于 0，那么 F⃗ 在这一点的变化趋势就是类似于上面这个图像的顺时针旋转，反之，若 A > 0，
则 F⃗ 的变化趋势就是反过来的逆时针旋转。如果我们进一步给 A 这个量加上一个方向，使得
它沿着 z 轴的方向，把 +z 方向定义为逆时针旋转，把 −z 的方向定义为顺时针方向，那么矢
量 A⃗ 可以定义为：

A⃗ =
(

∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
ẑ (1.68)

这样我们就在二维的情况下利用矢量场 F⃗ 的各个分量在其对应的垂直方向上的变化的偏微分
量，定义了一个新的矢量 A⃗，A⃗ 能够表征 F⃗ 随着空间的变化而“旋转”的情况。

上面提到的关于矢量场的“旋转”的图像，很容易让人联
想到在第1.2节学习矢量场的线积分，比如对于上面提到
的这种从 A 到 D 点 F⃗ 向右旋转且 F⃗ 的方向在各个地方
都大致与路径的切线方向平行的情况，F⃗ 从 A 到 D 的
线积分必然将与个点的 A = ∂Fy

∂x − ∂Fx
∂y 这个量有关。为

了定量的理解上面定义的 A⃗ 矢量与 F⃗ 的线积分的联系，
我们不妨取右图中这样一个以 (x, y) 为中心，长宽分别
为 dx, dy 的很小的长方形组成的闭合曲线，则 F⃗ 在这一
闭合曲线上的线积分为：
˛

ABCD
F⃗ · dr⃗ =

˛
AB

F⃗ · dr⃗ +
˛

BC
F⃗ · dr⃗ +

˛
CD

F⃗ · dr⃗ +
˛

DA
F⃗ · dr⃗

=
(

− Fy(x − dx

2
, y)dy

)
+

(
Fx(x, y − dy

2
)dx

)
+(

Fy(x + dx

2
, y)dy

)
+

(
− Fx(x, y + dy

2
)dx

)
=

(
Fy(x + dx

2
, y) − Fy(x − dx

2
, y)

)
dy −

(
Fx(x, y + dy

2
) − Fx(x, y − dy

2
)
)

dx

=
(

∂Fy

∂x
dx

)
dy −

(
∂Fx

∂y
dy

)
dx

=
(

∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
dxdy =

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
dS (1.69)
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结合上面我们关于矢量 A⃗ 的定义，我们可以把上式进一步写成：
˛

C
F⃗ · dr⃗ =

¨
S

A⃗ · dS⃗ (S → 0) (1.70)

或者写成：

A = A⃗ · ẑ = ∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y
=
¸

C F⃗ · dr⃗

dS
(dS → 0) (1.71)

即：上面在二维平面上定义的表征二维矢量场 F⃗ 旋转程度的矢量 A⃗，其在某处的大小等于 F⃗

在以该处为中心的一个小的闭合曲线上的线积分，除以该闭合曲线包围的曲面的面积，而其符
号（方向）则与线积分的符号相同，即正号表示 F⃗ 在该点是逆时针“旋转”（线积分为正）。

对于一般情况下的三维情况下的矢量场 F⃗，我们可以类似的定义一个表征 F⃗ 的“旋转”程
度的矢量，我们称之为 F⃗ 的旋度（Curl）：

curlF⃗ =
(

∂Fz

∂y
− ∂Fy

∂z

)
x̂ +

(
∂Fx

∂z
− ∂Fz

∂x

)
ŷ +

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
ẑ = ∇ × F⃗ (1.72)

与上述二维情况的分析情况类似，我们可以得出矢量场的旋度与其线积分的关系，即，如
果在空间某点附近取一个无穷小的闭合曲线 C，则 F⃗ 在 C 上的线积分除以 C 所包围的曲面的
面积，等于 F⃗ 的旋度在该曲面的法向上的投影：

n⃗S · curlF⃗ = lim
dS→0

¸
C F⃗ · dr⃗

dS
(1.73)

上面的1.70式也可以写成如下等式：
˛

C
F⃗ · dr⃗ =

¨
S
(∇ × F⃗ ) · dS⃗ (S → 0) (1.74)

事实上，上式中的 S → 0 这个条件也可以去掉，即上式对于一般的有限大的曲面及其对应的闭
合曲线也是成立的，这就是下面的斯托克斯 (Stokes) 定理：

定理 1.3 斯托克斯定理
矢量场 F⃗ 在任意闭合曲线 C 上的线积分，等于该矢量场的旋度 ∇ × F⃗ 在 C 所包围的
曲面 S 内的面积分： ˛

C
F⃗ · dr⃗ =

¨
S
(∇ × F⃗ ) · dS⃗ (1.75)

上述定理的证明方法与上一节中高斯定理的证明方法非常类似，即
将一个大的曲面分成多个足够小的小曲面，相邻曲面间共享的路径
上 F⃗ 的路径积分刚好抵消（如右图所示），于是最终可以将 F⃗ 在
C 上的线积分写成多个小的闭合曲面上的线积分之和，而这些小
的线积分又可以由1.70式写成多个面积分的和，最终得出1.75式。
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习题

1.1: 请证明：对于任意矢量场 F⃗ 和标量场 Φ，有以下恒等式：

∇ · (∇ × F⃗ ) = 0

∇ × ∇Φ = 0

∇ × (∇ × F⃗ ) = ∇(∇ · F⃗ ) − ∇2F⃗

1.2: 请证明矢量叉乘形式的高斯定理：
˚

V
∇ × F⃗ dV = −

‹
S⃗

F⃗ × dS⃗ = −
‹

S⃗
F⃗ × n⃗dS

1.3: 下式左右两边分别是真空中麦克斯韦方程组的微分形式和积分形式，请从微分形式推出
积分形式，以及从积分形式推出微分形式。

∇ · E⃗ = ρ

ε0

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0

∇ × B⃗ = µ0J⃗ + µ0ε0
∂E⃗

∂t

‹
S

E⃗ · dS⃗ =
˚

V

ρ

ε0
dV

˛
L

E⃗ · dl⃗ = −
¨

S

∂B⃗

∂t
· dS⃗

‹
S

B⃗ · dS⃗ = 0
˛

L
B⃗ · dl⃗ = µ0

¨
S

J⃗ · dS⃗ + µ0ε0

¨
S

∂E⃗

∂t
· dS⃗

1.4: 对于矢量算符 ∇，我们已经学过它在直角坐标系中的表达式为：

∇ = x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

现在，请你根据直角坐标系和柱坐标系的转换关系，证明上述 ∇ 在柱坐标系中的表达式为：

∇ = r̂
∂

∂r
+ ϕ̂

1
r

∂

∂ϕ
+ ẑ

∂

∂z

（提示：将直角坐标系中∇的各个元素转换到柱坐标系中，比如用 r, ϕ, z和 r̂, ϕ̂, ẑ来表示 x̂, ŷ, ẑ，
再利用链式法则将 ∂

∂x 写成
∂r
∂x

∂
∂r + ∂ϕ

∂x
∂

∂ϕ + ∂z
∂x

∂
∂z 的形式并进一步展开）

1.5: 现在，我们换一种方法来推导矢量算符 ∇在柱坐标系中的表达式：结合标量场 Φ的梯度
的物理意义，即方向与等势面的切线方向垂直，大小等于 Φ在等势面法向方向的导数 dΦ

|dr⃗|，通过
结合求解标量场的梯度在柱坐标系中的表达式的形式求出柱坐标系中的矢量算符 ∇ 的表达式。

1.6: 利用习题1.4得到的 ∇ 算符在柱坐标系中的表达式，证明：在柱坐标系中，标量场 Φ 的
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梯度，矢量场 F⃗ = Frr̂ + Fϕϕ̂ + Fzẑ 的散度和旋度分别为：

∇Φ = r̂
∂Φ
∂r

+ ϕ̂
∂Φ
r∂ϕ

+ ẑ
∂Φ
∂z

∇ · F⃗ = 1
r

∂(rFr)
∂r

+ 1
r

∂Fϕ

∂ϕ
+ ∂Fz

∂z

∇ × F⃗ = r̂

(1
r

∂Fz

∂ϕ
− ∂Fϕ

∂z

)
+ ϕ̂

(
∂Fr

∂z
− ∂Fz

∂r

)
+ ẑ

(1
r

∂(rFϕ)
∂r

− ∂Fr

∂ϕ

)

（提示：推导过程中可能会用到： ∂r̂
∂ϕ = ϕ̂ 等结论。）

1.7: 用与习题1.4类似的方法，证明矢量算符 ∇ 在球坐标系中的表达式为：

∇ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1
r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1
r sin θ

∂

∂ϕ

1.8: 用与习题1.5类似的方法，证明矢量算符 ∇ 在球坐标系中的表达式为：

∇ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1
r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1
r sin θ

∂

∂ϕ

1.9: 利用习题1.7得到的 ∇ 算符在球坐标系中的表达式，证明：在球坐标系中，标量场 Φ 的
梯度，矢量场 F⃗ = Frr̂ + Fθθ̂ + Fϕϕ̂ 的散度和旋度分别为：

∇Φ = r̂
∂Φ
∂r

+ θ̂
1
r

∂Φ
∂θ

+ ϕ̂
1

r sin θ

∂Φ
∂ϕ

∇ · F⃗ = 1
r2

∂(r2Fr)
∂r

+ 1
r sin θ

∂(Fθ sin θ)
∂θ

+ 1
r sin θ

∂Fϕ

∂ϕ

∇ × F⃗ = r̂
1

r sin θ

(
∂(Fϕ sin θ)

∂θ
− ∂Fθ

∂ϕ

)
+ ϕ̂

1
r

(
∂Fr

∂ϕ
− ∂(rFϕ)

∂r

)
+ ẑ

1
r

(
∂(rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ

)

1.10: 某标量场 U 在球坐标系下的表达式为：U(r⃗) = 1
r

求：∇U，∇ × (∇U) (r ̸= 0)

1.11: 某矢量场 F⃗ 在柱坐标系下的表达式为：F⃗ (r⃗) = ϕ̂
r

求：∇ · F⃗，∇ × F⃗ (r ̸= 0)

1.12: 某矢量场 F⃗ 在直角坐标系下的表达式为：F⃗ (x, y, z) = yx̂ − xŷ

画出 F⃗ 在 x − y 平面上的场线，并求：∇ · F⃗，∇ × (F⃗ )

1.13: 证明以下链式法则：
∇ · (ϕa⃗) = ϕ∇ · a⃗ + (∇ϕ) · a⃗ (1.76)

∇ × (ϕa⃗) = (∇ϕ) × a⃗ + ϕ(∇ × a⃗) (1.77)
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物理学中某个理论的创立过程，往往是起源于人们对物质世界某个新现象的发现，随着新
现象的发现，物理学家们通过定量观察这一现象总结出新的物理规律，并在这些物理规律的基
础上进行简化、猜想和数学推演，创造出系统的理论，进而根据这一新的理论预言新的物理现
象，而后物理学家门又根据这些新的语言去进行新的观测来验证这个理论。

电磁学的发展也是这样，历史上人们对电和磁的认识来源于生活中常见的诸如闪电、摩擦
起电等现象，而后库仑、安培等人通过实验总结出了这些现象所表现出的物理规律，最后由麦克
斯韦将这些规律总结出了麦克斯韦方程组，后人又根据麦克斯韦方程组预言并验证了电磁波的
存在，从而验证了这一迄今为止电磁学最重要的理论。本书将从一些简单的电磁现象开始，回
顾我们是如何从这一生活中简单的现象开始逐步总结出电磁现象的一般性理论。

本章是电磁学学习的起始章节，我们将从人类已经认识了几千年的静电现象开始，首先
从生活中的静电现象中抽象出电荷这一基本概念，并学习库仑为我们总结出的电荷之间
的相互作用的规律-库仑定律，在此基础上，我们将进一步认识这一相互作用的本质，即
现代观点认为的不是超距相互作用而是由于电荷产生的电场的存在带来的近距相互作用，
我们将在库仑定律的基础上从数学上总结真空中的静电场的一些定理，如高斯定理和环
路定理，并学习电荷相互作用对应的势-电势，对高斯定理、环路定理以及电势的应用将
在很多情况下简化对电荷系统产生的静电场的计算过程，相关的实例我们也将在本章中
做一些介绍。

2.1 电荷

汉语中，“电”这个汉字最早见于甲骨文，其本义是闪电，甲骨文的“电”这个字也是和闪
电的形状很相似的一个象形文字，后来，随着汉字的演化，我们在“电”上面加了“雨”字以表
示闪电多与雨天相伴的天象特征，到了近代，汉字的简化去掉了多加的这个“雨”字头，事实上
也让“电”这个字不仅仅局限在描述闪电这一现象。

29
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现在我们知道，闪电的发生，是由于空气中电荷的累积在局部产生很高的电压差从而击穿空气
的结果，一般来说闪电里涉及到的累积电荷量和形成的电压差远高于我们日常生活中能接触到
的电荷和电压值。事实上，除去闪电这种极端的电荷之间相互情形外，自然界中的电荷相互作
用现象往往都非常微弱，大多数时候这些相互作用都是“无声”的存在万物之中。在古代，人们
对于生活中的“可观测”的电现象的认识大多来源于摩擦起电现象，很长一段时间内物理学家
们研究电现象的主要实验手段也是通过摩擦来产生电。

早在东汉时期，思想家和哲学家王充在其所著的《论衡》中就有关于摩擦起电的记载，该书
中写道：“顿牟掇芥，磁石引针”，其中顿牟就是琥珀，意思是琥珀经过摩擦之后，会吸引像草
芥一样的轻小的物体，并且他在这里还将这种起电现象跟磁石吸引铁针的现象做类比。在西方，
公元前 6 世纪，希腊的哲学家泰勒斯（Thales of Miletu）就记载了摩擦起电的现象：当时人们
发现，琥珀摩擦猫毛以后会吸引像羽毛一类的轻微物理。在希腊语中，琥珀这个词是 elektron，
这也是“电”的英文单词 electric 的来源。后来，人们观察到了更多的能够摩擦起电的物体，并
且发现了下面这些规律：

1. 摩擦不同的物体产生的电荷不相同，共有两种电荷，一种是丝绸摩擦过的玻璃棒（“玻璃
电”），另一种是毛皮摩擦过的橡胶棒或琥珀（“树脂电”）。

2. 两种电荷都会吸引微小的物体。

3. 电荷与电荷之间也会相互作用，但是不同电荷之间的相互作用的特点不一样，比如：“玻
璃电”与“玻璃电”相互排斥，“玻璃电”与“树脂电”相互吸引，“树脂电”与“树脂电”
也会相互排斥。

后来，人们认为上述提到的这两种电荷（“玻璃电”和“树脂电”）是两种不同的流体，通
过摩擦的动作可以将这两种电分离，通过合并的动作可以相互中和对方。18 世纪，美国科学家
本杰明 · 富兰克林（Benjamin Franklin, 1706-1790）提出了电的单流体学说，他认为电不能被
创造，只能在物体间转移，摩擦起电就是由于两种物体相互摩擦使电从一个物体转移到了另一
个物体上，导致一个物体带过量的电，另一个物体带不足的电，他把这两种情况分别称为带正
电和带负电，并且规定丝绸摩擦过的额玻璃棒是带正电的，而毛皮摩擦过的橡胶棒是带负电的，
后来这一定义就被一直保留到了今天。富兰克林还通过实验发现了电荷守恒定律，即在一个孤
立系统里面，电荷的总量是不变的。
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要想理解上述观察到的摩擦起电及相关的相互作用的现象的本质，我们需要进入到亚原子
层面的围观世界：电荷（charge）是构成物质的基本粒子的一种基本属性，原子中的核外电子带
负电，原子核内的质子带正电，中子不带电。带有电荷的粒子称为带电粒子，净电荷不为零的物
体称为带电物体。电荷的单位是库仑，符号是 C，迄今为止的实验表明，所有基本粒子所带的
电荷都是基本电荷的整数倍1,2，即电荷是量子化的，基本电荷所带的电量为 e = 1.6 × 10−19C，
这一数值的首次测量是 1909 年由美国物理学家罗伯特 · 密立根（Robert Millikan，1868-1953，
1923 年诺贝尔物理学奖）通过带电油滴实验测得的。

电荷从一个物体转移到另一个物体的本质是带电粒子在物体间的转移，其总数并不会发生
变化；此外，实验同时还表明，当粒子之间发生反应使得反应前后粒子数量和种类不相同时，反
应前后的总电荷数是相等的，比如一个光子转换成一个正负电子对的电子对效应，或者一个正
负电子对通过湮灭变成一个光子的过程，这就是电荷守恒定律：

定律 2.1 电荷守恒定律（law of charge conservation）
在任意空间区域内 V 电荷量的变化，等于通过该区域的表面 S 流入该区域的电荷总量，
即： ˚

V

∂ρ

∂t
dV +

‹
S

J⃗ · dS⃗ = 0 (2.1)

或写成微分形式：
∂ρ

∂t
+ ∇ · J⃗ = 0 (2.2)

其中，ρ 是空间中的电荷密度的标量场，J⃗ 是电流密度矢量场。

从基本粒子所带电荷的角度，就能很好的理解上面提到的摩擦起电及相关现象了：当两种
物体相互摩擦时，原子核外的电子会获得额外的能量，从而有可能导致核外电子从一个物体转
移到另一个物体，使得失去电子的物体的净电荷为正，得到电子的物体的净电荷为负。当我们
将丝绸和玻璃棒相互摩擦时，由于玻璃棒对核外电子的束缚能力比丝绸弱，因此电子从玻璃棒
转移到了丝绸中，最终玻璃棒会带正电荷。

当我们将带正电荷的玻璃棒靠近一个不带电的物体（如上文中提到的羽毛、草芥等轻小物
体）时，玻璃棒中的正电荷会吸引不带电的物体中的电子，最终的结果是不带电的物体在靠近
玻璃棒的一侧有部分负电荷聚集，在远离玻璃棒的一侧则有正电荷聚集，也就是电荷在物体内
部进行了重新分布，或者说物体某种程度上被“极化”了（在第四章我们会进一步学习这一现
象）。由于距离越近，电荷之间的相互作用越大，因而玻璃棒与不带电物体之间的相互吸引力大
于排斥力，最终我们将观察到带电的玻璃棒会吸引轻小的物体。

120 世纪后半期，随着大量与质子和中子类似的强子的发现，以美国物理学家默里 · 盖尔曼（Murray Gell-Mann，
1929-2019，1969 年诺贝尔物理学奖）为代表的物理学家提出了夸克模型这一强子分类方法，夸克模型认为强子是由
更基本的粒子夸克组成，夸克所带的电荷并不是整数倍电荷，而是 ±1/3e 或 ±2/3e，但是实验上我们尚未发现自由
夸克，夸克必须和其他夸克一起组成一个粒子，也就是所谓的“夸克禁闭”。

2截止到目前，国际上仍然有很多大型的实验在试图寻找带非整数倍基本电荷的电荷的带电粒子，如在欧洲核子
研究中心的大型强子对撞机上的 MilliQan 实验：Phys. Rev. D 102, 032002 (2020)

https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.102.032002
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2.2 库仑定律

对于摩擦起电以及电荷与电荷之间的相互作用，人类在很长一段时间内只是能够定性的知
道电荷之间的相互作用力与电荷的量和电荷之间的距离有关，即电荷量越大、电荷之间距离越
小，相互作用力就越强。对于这种相互作用的定量研究直到最近两三百年才开始出现，这其中
的一个原因，就是因为我们日常生活中能够获得的电荷（主要是靠摩擦起电获得）产生的相互
作用力往往非常的微弱，几百年前对这种微弱的相互作用力进行测量在技术上存在较大的困难。
这一技术困难，一直到 18 世纪扭秤实验（torsion balance）的发明，才得到了改变。

右图是扭秤实验的基本原理图，一根木棍两端放了两个
球，木棍中间被一根细丝吊起，当其中一个球受到外力 F⃗ 时，
木棍会以细丝所在的轴发生旋转，直到外力给木棍施加的力
矩等于细丝由于被扭转给木棍施加的反力矩。通过测量木棍
旋转的角度 θ，就可以推算细丝被扭转的力矩 M = kθ（其中
k 为扭转系数，可以通过测量简谐旋转的周期来测量），而从
而可以计算出球受到的外力大小 F = M/l = kθ/l。当使用的
细丝的扭转系数足够小时，只需要很小的力 F 就可以使得木
棍发生较大的转动，从而具有很高的对力的测量灵敏度，比如
18 世纪当时物理学家们发明的扭秤（如库仑和卡文迪许使用
的扭秤等）的灵敏度可达 10−8N 的量级。

1784 年，法国物理学家夏尔 · 库仑（Charles-Augustin de
Coulomb，1736-1806）就是使用他设计的扭秤首次定量研究
了电荷之间的相互作用的规律。首先通过与带电体接触使扭秤
上的木棍一端的金属球带上已知电荷量的电荷，而后将另一带
电体靠近这个金属球，金属球在电荷之间的作用力下将发生旋
转，通过上面所说的测量旋转角度的方法可以精确测量金属
球受到的电荷间相互作用力。通过改变外来带电体的电荷量
和带电体与金属球之间的距离，便可以定量的测量电荷之间
的相互作用与电荷大小以及距离的关系。其中，距离的改变很
简单，而电荷的改变也不难，只需要将一个带电金属球和一个
相同尺寸的不带电的金属球接触便可将原本的电荷量一分为
二，这样便可以定量的研究相互作用力与电荷量之间的关系。

库仑通过上述扭秤实验，总结出了电荷之间相互作用的规律，我们把它称之为库仑定律：
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定律 2.2 库仑定律（Coulomb’s law）
真空中，两个静止点电荷之间的相互作用力，与两个电荷量的乘积成正比，与两个点电
荷之间距离的平方成反比：

F⃗12 = k
q1q2
r2

12
r̂12 = k

q1q2
|r⃗2 − r⃗1|3

(r⃗2 − r⃗1) = −F⃗21 (2.3)

在上述2.3式中，力的单位是 N，电荷的单位是 C，距离的单位是 m，而 k 为比例常数，也
被称为库仑常数，其值为:

k = 1
4πε0

= 8.99 × 109N · m2/C2

其中 ε0 为真空介电常数，其值为 ε0 = 8.85 × 10−12C2/N · m2

需要指出的是，库仑定律只适用于点电荷，即要求带电体的尺度远小于带电体之间的距离，
且只适用于真空中两个相对静止或者低速运动的点电荷的情况（也称为静电力）。

库仑力与万有引力一样，其大小与距离的平方成反比。由于这种力的大小随着距离的增加
衰减得不是很迅速，因而力的作用范围比较大（比如遥远的天体之间的万有引力），我们也把这
种相互作用力称之为长程力。与之相对的是短程力，比如强相互作用力，它的大小随距离成指
数衰减，因而力的作用范围极为有限。

例 2.1

比较氢原子中的质子和电子之间的库仑力 Fe 和引力 Fg 的大小。

解:

根据库仑定律和万有引力定律，我们有：

Fe =kq1q2
r2 = 8.99 × 109 × (1.6 × 10−19)2

r2

Fg =Gm1m2
r2 = 6.7 × 10−11 × (9.1 × 10−31) × (1.7 × 10−27)

r2

Fe/Fg = kq1q2
Gm1m2

= 8.99 × 109 × (1.6 × 10−19)2

6.7 × 10−11 × (9.1 × 10−31) × (1.7 × 10−27)
≈1039
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即库仑力是万有引力的约 1039 倍！从上面的例子我们可以看出，基本带电粒子间的库仑力远大
于万有引力。事实上，电磁相互作用力是原子核与核外电子结合成原子以及原子与原子结合组
成我们现实世界中的各种物质的最主要的相互作用力，因此，我们现实生活中所接触到的物质
世界的许多现象背后都是由电磁相互作用在起主导作用。而在更大的尺度，比如宇宙中的天体
与天体之间，由于宇宙中大部分天体的单位质量所带的净电荷非常小，因此天体之间的库仑力
将远小于万有引力。以地球和火星为例，这两个天体所带的净电荷都约为 40 万库仑，根据这个
我们可以推算出，地球和火星之间的万有引力是库仑力的约 1017 倍。

例 2.2
如图所示，一个运动的重带电粒子（质量 m，电荷 ze，

速度 v ≪ 光速 c）在经过物质中的一个原子时，会与核外电
子（质量 m0 ≪ m，电荷 −e）通过库仑力作用使电子获得能
量而引起原子的电离或激发。如图，求带电粒子从负无穷远处
入射到正无穷远处的这一过程中，带电粒子损失的能量 ∆E。

计算时可使用以下简化假设条件：

1. 入射带电粒子在物质中的轨迹近似为直线（由于 m ≫ m0，重带电粒子的速度几乎不变）；

2. 入射带电粒子的速度远大于核外电子的初始轨道运动速度（即核外电子初始状态可以看成
静止）；

3. 轨道电子在此过程中获得的能量远大于其在原子中的激发能，即轨道电子可以看成自由电
子；

4. 由于 v ≪ c，可以假定库仑定律在此低速运动情况下适用。

解:

如图所示，由库仑定律，可知在任意时刻核外电子受到来
自入射带电粒子的库仑力为：

f⃗ = k
ze2

r2 r̂ (2.4)

由牛顿第二定律（f⃗ = dP⃗ /ddt），在 dt 时间内，核外电子获得的动量为：dP⃗ = f⃗dt

因此，整个过程电子获得的总动量为；P⃗ =
´ +∞

−∞ f⃗dt

我们先来求上述 P⃗ 在 x 轴方向的分量 Px：

Px =
ˆ +∞

−∞
fxdt =

ˆ +∞

−∞
fx

dt

dx
dx = 1

v

ˆ +∞

−∞
fxdx (2.5)

如下图所示，由对称性可知，fx(x) = −fx(−x)，因此上述积分 Px = 1
v

´ +∞
−∞ fxdx = 0
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因此，所求 P = Py

P =Py =
ˆ +∞

−∞
fydt =

ˆ +∞

−∞
k

ze2

r2 sin(φ)dt

=
ˆ +∞

−∞
k

ze2

r2
b

r

dx

v
= kze2b

v

ˆ +∞

−∞

dx

(
√

x2 + b2)3
(2.6)

在上述积分中，将 x 用 b tan θ 代替，可得：

ˆ +∞

−∞

dx

(
√

x2 + b2)3
=
ˆ +π/2

−π/2

b/ cos2 θdθ

(
√

b2 tan2 θ + b2)3
= 1

b2

ˆ +π/2

−π/2
cos θdθ = 2

b2

代入2.6式，可得，核外电子获得的动量为：

P = 2kze2

bv
(2.7)

考虑到可以忽略核外电子的初始速度，因此这也是核外电子的最终的动量，其对应的动能为：
E0 = P 2

2m0

由能量守恒，可知整个过程中入射重带电粒子损失的能量为：

∆E = E0 = P 2

2m0
= 2k2z2e4

m0b2v2 (2.8)

仔细观察2.8式我们可以发现，对于这样一种由重带电粒子入射导致的原子的电离的情况，入射
粒子损失的能量与入射粒子的电荷 z 和速度 v 有很大的关系：

1. 入射粒子电荷 z 越大，损失的能量也就越大。这是因为，电荷越大，库仑力也就越大，因
此在此过程中入射粒子对核外电子做的功也就越多。事实上，上文中提到截止目前仍有一
些国际大型实验在寻找带非整数倍电荷的新粒子（z ≪ 1），对于这种粒子的寻找，就依赖
于我们这道例题里推导出的能量损失与 z 的关系，因为这类 z 很小的粒子相比我们一直
的带整数倍电荷的粒子在穿过探测器的物质时，其由于电离导致的能量损失很小，因而可
以在探测器中飞行很长一段距离，利用这一特征我们便可以将这类新粒子与已知的粒子进
行甄别。

2. 入射粒子的速度 v 越大，损失的能量就越小。这是因为，速度越大，入射粒子经过核外电
子所需要的时间越短，因而传递给核外电子的动量也就越少，所损失的能量也就越小。这
一特征，同样被广泛应用于现代粒子物理实验的带电粒子的探测和甄别中：对于高能带电
粒子，我们现有的探测手段往往只能测量带电粒子的动量和电荷，无法直接测量带电粒子
的质量，因而对于一些电荷相同的重带电粒子，比如质子和介子（π/K 等介子），要想将
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它们区分开来需要额外的实验手段，其中一种方法就是利用本道例题得出的结论，对于不
同质量的重带电粒子，当它们动量相等时，其速度会有所区别，因而它们在探测器的物质
中的能量损失也会有所不同，通过对比们在运动过程中损失的能量，我们便可以将电荷相
同但质量不同的重带电粒子进行区分。

上文中提到，库仑定律只适用于单个点电荷与另一个点电荷之间的相互作用力，对于复杂
的带电体系，要想计算它们之间的相互作用力，我们就需要分别计算带电体系内所有点电荷对
另一个带电体系的作用力，并进行矢量叠加，而这一过程，便用到了下面的线性叠加原理：

原理 2.1 库仑力的叠加原理
多个静止点电荷（q1, q2, ..., N）对一个静止点电荷 q0 的库仑力 F⃗，等于各个静止点电荷
qi 单独存在时对 q0 的库仑力 F⃗i 的矢量和：

F⃗ =
N∑

i=1
F⃗i =

N∑
i=1

kq0qi

|r⃗0 − r⃗i|3
(r⃗0 − r⃗i) (2.9)

上述叠加原理之所以对库仑力适用，其本质原因是因为库仑力与其源（电荷）之间的线性
关系，且力是个矢量，矢量的加法满足线性叠加原理。此外，这一原理也被大量的实验所验证。
利用叠加原理，我们便可以计算出点电荷与带电体系的相互作用力，以及带电体系与带电体系
之间的相互作用力。比如，对于任意两个带电体系之间的相互作用，我们可以通过如下积分进
行计算：

F⃗12 =
˚

V 1

˚
V 2

kρ1(r⃗1)ρ2(r⃗2)
|r⃗2 − r⃗1|3

(r⃗2 − r⃗1)dV1dV2 = −F⃗21 (2.10)

例 2.3
我们把一对靠得很近的等量异号点电荷对（+q 和 −q）称为电偶极

子（electric dipole），如右图所示，设两个点电荷之间的距离为 l⃗（方向
从负到正），且我们定义电偶极矩矢量（electric dipole moment）
p⃗ = ql⃗。求电偶极子的中垂线上的点电荷 Q 受到的库仑力 F⃗。

解:
由叠加原理，Q 受到的总库仑力等于 +q 和 −q 对 Q 的库仑力的

矢量和：
F⃗ = F⃗+ + F⃗− (2.11)

由对称性可知，竖直方向合力为 0，水平方向的合力大小为：

F// = F+// + F−// = −2F+ cos θ

= −2kqQ

r2
+

l/2
r+

= − kqQl

(r2 + l2/4)3/2 (2.12)
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负号表示与 l⃗ 方向相反，因此：

F⃗ = − kqQl⃗

(r2 + l2/4)3/2 = − kQp⃗

(r2 + l2/4)3/2 (2.13)

当 r ≫ l 时，上式可简化为：

F⃗ = −kQp⃗

r3 (2.14)

即：电偶极子在远处对其他电荷的库仑力与距离的三次方成反比，这比点电荷的距离的平方反
比衰减得要快，相对来说是偏短程的相互作用。在本书的后续章节，我们还将继续讨论电偶极
子的一些特征以及诸多应用。

需要指出的是，本节中所学习的库仑定律和叠加原理，是静电学的基石，本书后续静电学
章节的所有内容都可以从库仑定律和叠加原理得出。

2.3 电场和电场强度

历史上，人们对于电荷之间的相互作用力的本质经历了很长一段时间的讨论，与日常生活
中我们常见的依靠接触产生的力不同，电荷之间能在一定距离之外产生相互作用，所以，很长
一段时间内，人们认为这是一种不需要媒介就能产生的相互作用力，电荷之间的相互作用力也
是瞬时的，描述这些相互作用的时候也是用距离的角度来描述（比如库仑定律），即所谓的“超
距作用”（action at a distance）。这种观点和处理方法对于描述静电学的现象确实是没什么问题
的，但是，当我们在第九章开始学习电磁波的时候我们会发现，当我们开始考虑其中一个电荷在
运动的时候，另一个电荷感受到的作用力的变化并不是瞬时的，而是在时间上有延迟的，这一
延迟靠超距作用的观点是无法解释的，这就需要我们这一节将要介绍的“电场”（electric field）
这一媒介来解释电荷之间的相互作用力。

从电荷直接“超距作用”的观点到“电场”观点的确认，是一个逐渐发展的过程。电场（以
及我们后面章节要讲到的磁场）的概念最早是由迈克尔 · 法拉第（Michael Faraday，1791-1867）
在观察带电体和磁体的周围空间的时候提出的，法拉第发现带电体和磁体产生的力的可以通过
场的力线来描述（比如可以通过铁粉等可视化方式展现场的力线），这些力线分布在空间中。法
拉第提出，电荷之间的相互作用力不是直接发生的，而是通过电荷产生的电场来传递的，场的
存在改变了空间的状态，进而对空间中的另一个电荷产生作用力。法拉第还通过实验总结出了
“磁场的改变产生电场”这个我们在第八章将要学习的电磁感应定律。电场和磁场的概念后来被
詹姆斯 · 麦克斯韦（James Maxwell，1831-1879）数学化，并通过其总结出的麦克斯韦方程组系
统的描述了电场和磁场如何在空间传播，并预测了电磁波的存在。

让我们回到电场这个概念，电场是存在于电荷周围能传递电荷与电荷之间相互作用的物理
场。任何电荷都会产生电场，电荷在电场中会受到库仑力。数学上，我们定义一个电场强度 E⃗

这个物理量来表示电场的强度和方向。空间中任意一点的电场强度，可以由在该处放置一个静
止的检验点电荷 q0 来确定，若检验电荷受到的库仑力是 F⃗，则该点的电场强度为：
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E⃗ = F⃗

q0
(2.15)

根据电场强度的定义和库仑定律，我们可以很容易求出真空中静止点电荷产生的电场：

E⃗ = q

4πε0r2 r̂ (2.16)

可知，点电荷产生的电场其强度与距离 r2 成反比，方向与 r⃗ 同向（负电荷为反向），即这是一
个有心力场。

电场与库仑力一样，也满足矢量叠加原理，即 N 个点电荷在空间某点产生的总电场强度，
等于每个电荷单独在该点产生的电场强度的矢量和：

E⃗(r⃗) =
N∑

i=1
E⃗i(r⃗) = 1

4πε0

N∑
i=1

qi

|r⃗ − r⃗i|3
(r⃗ − r⃗i) (2.17)

有了电场的叠加原理，我们便可以计算任意带电体系产生的电场。下面我们选取几个典型的常
见带电体系，来分析它们产生的电场有什么特征。

例 2.4
求电偶极子在远点 P (r⃗) 处（r ≫ l）产生的电场 E⃗(r⃗)。

解:
由叠加原理，P (r⃗) 点的电场强度等于正负电荷在该点产生的电场

强度的矢量和：

E⃗(r⃗) = E⃗+(r⃗) + E⃗−(r⃗)

= q

4πε0

[
r⃗+
r3

+
− r⃗−

r3
−

]
(2.18)

其中：

r⃗+ = r⃗ − l⃗

2
, r⃗− = r⃗ + l⃗

2
(2.19)

r−3
+ =

[
(r⃗ − l⃗

2
) · (r⃗ − l⃗

2
)
]−3/2

=
(

r2 + l2

4
− r⃗ · l⃗

)−3/2
= r−3

(
1 + l2

4r2 − r⃗ · l⃗

l2

)−3/2
(2.20)

由于 r ≫ l，上式可通过泰勒展开只保留 l/r 的一次项：

r−3
+ = r−3

(
1 + l2

4r2 − r⃗ · l⃗

l2

)−3/2
≈ r−3

(
1 − r⃗ · l⃗

l2

)−3/2
≈ r−3

(
1 + 3

2
r⃗ · l⃗

r2

)
(2.21)

类似可得：

r−3
− ≈ r−3

(
1 − 3

2
r⃗ · l⃗

r2

)
(2.22)
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代入2.18可得：

E⃗(r⃗) = q

4πε0r3

[
r⃗+

(
1 + 3

2
r⃗ · l⃗

r2

)
− r⃗−

(
1 − 3

2
r⃗ · l⃗

r2

)]

= q

4πε0r3

[
(r⃗+ − r⃗−) + (r⃗+ + r⃗−)3

2
r⃗ · l⃗

r2

]
(2.23)

其中，r⃗+ − r⃗− = −l⃗, r⃗+ + r⃗− = 2r⃗，因此：

E⃗(r⃗) = q

4πε0r3

[
− l⃗ + 3( r⃗ · l⃗

r2 )r⃗
]

= −p⃗ + 3(r̂ · p⃗)r̂
4πε0r3 (2.24)

上述结果分两部分，第一部分与 l⃗ 平行，是横向场，第二部分与 r⃗ 平行，是径向场。

• 当 P 点位于电偶极子的中垂线上时，径向场等于零，2.24式可化简为：

E⃗(r⃗) = −p⃗

4πε0r3 (2.25)

这与上一节中例2.3计算得出的结果是一致的。

• 当 P 点位于电偶极子的连线上时，2.24式可化简为

E⃗(r⃗) = 2p⃗

4πε0r3 (2.26)

自然界中有很多带电体系都可以看成是电偶极子模型，比如有很多分子（或原子）的电子
的重心与原子核并不重合，因而正负电荷中心不重合，这种情况下该分子（或原子）就可以看
成一个电偶极子，它们会产生电偶极场，我们把它们称为有极分子（或有极原子），由于电偶极
场的存在它们会更容易“亲和”（溶解）其他有极分子（或有极原子）。关于有极分子（或有极原
子）在本书后面第四章我们还会进一步讨论。

例 2.5
求如图所示的电四极子在远点 P (r⃗) 处（r ≫ l）产生的电场 E⃗(r⃗)。

解:
该电四极子产生的电场可以看成是两个电偶极子产生的电场的矢量

和，使用上一个例题的结论，可得：

E⃗(r⃗) = E⃗1(r⃗) + E⃗2(r⃗)

= 1
4πε0

[ −ql⃗

(r + l
2)3 + ql⃗

(r − l
2)3

]
(2.27)
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通过泰勒展开只保留 l/r 的一次项，可得：

E⃗(r⃗) = ql⃗

4πε0r3

[ −1
(1 + l

2r )3 + 1
(1 − l

2r )3

]

= ql⃗

4πε0r3

[
− (1 − 3l

2r
) + (1 + 3l

2r
)
]

= ql⃗

4πε0r3
3l

r

= 3ql2l̂

4πε0r4 (2.28)

可见，电四极子产生的电场随空间成 r−4 的速度衰减，比电偶极子的衰减更快。

例 2.6
求如图所示的均匀带电细圆环（半径 R，总电荷 q）在其

轴线上任意一点 P (z) 处的电场强度。

解:

如图所示，把带电圆环分成无限多点电荷 dq，设 dq 在 P 点产生的电场强度为 dE。由对
称性，所有的 dE⊥ 相互抵消，P 点的电场只剩下各 dE∥ 之和：

E =
ˆ

dE∥ (2.29)

其中，

dE∥ = dE cos θ

= 1
4πε0

dq

r2
z

r
(2.30)

定义线电荷密度 λe = q
2πR，上式中 r =

√
R2 + z2，代入上式可得：

dE∥ = 1
4πε0

λedl

R2 + z2
z√

R2 + z2
(2.31)

因此，

E =
ˆ

dE∥ =
ˆ 2πR

0

1
4πε0

λe

R2 + z2
z√

R2 + z2
dl

= 2πRλez

4πε0(R2 + z2)3/2

= qz

4πε0(R2 + z2)3/2 (2.32)
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根据上述结果可知，当 z ≫ R 时，电场可以近似为：

E ≈ q

4πε0z2 (2.33)

即这种情况下变成了点电荷的电场。

例 2.7
求如图所示的均匀带电圆盘（半径 R，面电荷密度 σe）

在其轴线上任意一点 P (z) 处的电场强度。

解:

如图所示，可以将带电圆盘切成很多带电圆环，利用上一例题的结果，可知半径为 r 宽度
为 dr 的圆环上的电荷在 P 点产生的电场强度为：

dE = zdq

4πε0(r2 + z2)3/2

= zσe2πrdr

4πε0(r2 + z2)3/2

= zσerdr

2ε0(r2 + z2)3/2 (2.34)

因此，P 点的电场强度为：

E = zσe

2ε0

ˆ R

0

rdr

(r2 + z2)3/2

= zσe

2ε0

−1√
r2 + z2

∣∣∣∣R
0

= σe

2ε0

(
1 − z√

z2 + R2

)
(2.35)

由上述结果可知：

1. 当 z ≪ R 时：
E ≈ σe

2ε0
(2.36)

这种情况相当于无穷大带电平板产生的电场，其电场强度与 z 无关（即：E ∝ z0）。

2. 当 z ≫ R 时：

E ≈ σe

2ε0

[
1 − [1 − 1

2
(R

z
)2]

]
= πR2σe

4πε0z2 = q

4πε0z2 (2.37)

即这种情况下变成了点电荷的电场。
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例 2.8
求如图所示的均匀带电细线（长度 l，线电荷密度 λe）在

其中垂线上 P (r) 点产生的电场强度。

解:
如图，将电荷分成无限多点电荷 λdx。由对称性可知，P

点水平方向电场强度为 0，竖直方向的电场强度为：

dE = 2dE1 cos θ = 2 λedx

4πε0r′2
r

r′ (2.38)

其中，r′ =
√

r2 + x2，因此：

E =
ˆ

dE = 2λer

4πε0

ˆ l/2

0

dx

(x2 + r2)3/2 (2.39)

令 x = r tan θ，则 dx = rdθ
cos2 θ

，上述积分可化为：

E = 2λer

4πε0

ˆ arctan(l/2r)

π/2

r

cos2 θ

cos3 θ

r3 dθ

= 2λer

4πε0

ˆ arctan(l/2r)

π/2

cos θ

r2 dθ

= 2λer

4πε0

1
r2 sin θ

∣∣∣∣arctan(l/2r)

π/2

= 2λer

4πε0

1
r2

l√
4r2 + l2

= 2λe

4πε0r

l√
4r2 + l2

(2.40)

由上述结果可知：

1. 当 r ≪ l 时（即无限长线电荷）：

E ≈ 2λe

4πε0r
(2.41)

可知，此时 E ∝ r−1，其随距离的衰减速度比点电荷要慢。

2. 当 r ≫ l 时：
E ≈ 2λe

4πε0r

l

2r
= λel

4πε0r2 = q

4πε0r2 (2.42)

即这种情况下变成了点电荷的电场。

从上述几个例题中，我们可以总结出几种典型的带电体系产生的电场 E 随距离 r 的关系：

1. 无限大面电荷：E ∝ r0

2. 无限长线电荷：E ∝ r−1
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3. 点电荷：E ∝ r−2

4. 电偶极子：E ∝ r−3

5. 电四极子：E ∝ r−4

可以看出，以点电荷的电场 E ∝ r−2 为参考，诸如电偶极子和电四极子等存在正电荷和负电荷
之间有“内耗”的情况会使得产生的场更不容易向远处传播（长程变短程）；而诸如线电荷和面
电荷等同类电荷的排布会使得产生的场随距离衰减得更慢（“团结就是力量”），这种增强效应有
些类似于影院中使用的呈一条直线排布的柱型音响（音柱），这类音响常被作为远距离声音传播
设备。

例 2.9
求如图所示的均匀带电球（半径 R，体电荷密度 ρe）

在其球外距离球心 z 处的一点 P (z) 处的电场强度。

解:
如图所示，将带电球切分为无穷个与 OP 垂直的均匀带电圆盘，在2.35式中，用 ρdx 代替 σe，
用

√
R2 − x2 代替 R，用 z − x 代替 z，可得在 x 处厚度为 dx 的圆盘在 P 处产生的电场强度

为：

dE = ρedx

2ε0

[
1 − z − x√

R2 − x2 + (z − x)2

]
= ρedx

2ε0

[
1 − z − x√

R2 + z2 − 2zx

]
= ρedx

2ε0

[
1 − z − x

√
2z

√
R2+z2

2z − x

]
(2.43)

令 a = z2+R2

2z , b = z − a = z2−R2

2z ，可得：

dE = ρedx

2ε0

[
1 − a − x + b√

2z
√

a − x

]
= ρedx

2ε0

1√
2z

[√
2z −

√
a − x − b√

a − x

]
(2.44)

于是：

E =
ˆ

dE = ρe

2ε0

1√
2z

ˆ R

−R

[√
2z −

√
a − x − b√

a − x

]
dx

= ρe

2ε0

1√
2z

[√
2zx + 2

3
(a − x)3/2 + 2b

√
a − x

]∣∣∣∣R
−R

= ρe

2ε0

1√
2z

[√
2z · 2R − 2

3
[(a + R)3/2 − (a − R)3/2] − 2b[

√
a + R −

√
a − R]

]
(2.45)
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其中，

a + R = (z + R)2

2z
, a + R = (z − R)2

2z
(2.46)

(a + R)3/2 − (a − R)3/2 = (z + R)3 − (z − R)3

2z
√

2z
= 2(R3 + 3z2R)

2z
√

2z
(2.47)

√
a + R −

√
a − R = 2R√

2z
(2.48)

因此，

E = ρe

2ε0

1√
2z

[√
2z · 2R − 2

3
· 2(R3 + 3z2R)

2z
√

2z
− 2b

2R√
2z

]
= ρe

2ε0

1√
2z

[√
2z · 2R − 2

3
· (R3 + 3z2R)

z
√

2z
− z2 − R2

z

2R√
2z

]
= ρe

2ε0

1√
2z

12z2R − 2(R3 + 3z2R) − 6(z2 − R2)R
3z

√
2z

= ρe

2ε0

4R3

6z2

=
ρe · 4

3πR3

4πε0z2

= q

4πε0z2 (2.49)

从上面的结果可以看出，电荷量 q 的均匀带电球在球外的电场，等价于位于球心的电荷量为 q

的点电荷在球外产生的电场。

为了直观的显示电场的方向和大小，我们往往会使用电场线：电场线是一堆带箭头的曲线，
这些曲线上每一点的切线方向和该点的电场强度方向一致，而且垂直电场线的横截面积上场线
的条数（即电场线的“密度”）与电场强度的大小成正比。静电场的电场线是连续的，且从正电
荷（或无穷远处）出发，进入负电荷（或无穷远处）；且由于电场力是保守力（我们接下来的章
节会学习），我们还知道电场线是不闭合的。下面是常见带电体系的电场线示意图：（1）正电
荷；（2）负电荷；（3）电偶极子。
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2.4 高斯定理

从上一节的几个例题我们可以看出，计算带电体系产生的电场往往需要用到复杂的积分，而
对于一些存在对称性的电荷分布（比如上一节例题中计算过的带电球、无穷大面电荷、无穷长
线电荷等）产生的电场，我们又发现其最终计算结果往往又非常的简洁且也具有很强的对称性。
对于这种存在对称性分布的电荷体系，本节将讨论一种极为有效的计算方法，即利用静电场的
高斯定理来计算。

本章中所学习的电场，是一个矢量场，它与我们在第一章学习的一般的矢量场一样，电场
E⃗ 也有线积分、面积分（即电场的通量），以及散度和旋度。本节将讨论并计算电场的通量和散
度以及它们的物理意义。

首先我们来看一下电场的散度，即 ∇ · E⃗，由于电场的叠加原理，以及计算散度时有 ∇ ·
(E⃗1 + E⃗2) = ∇ · E⃗1 + ∇ · E⃗2 这一分配律，因此我们只需要计算点电荷的电场的散度就可以计
算出任意带电体系的电场的散度：

∇ · E⃗(r⃗) = ∇ ·
N∑

i=1
E⃗i(r⃗) =

N∑
i=1

∇ · E⃗i(r⃗) = 1
4πε0

N∑
i=1

qi∇ · r⃗ − r⃗i

|r⃗ − r⃗i|3
(2.50)

或者写成连续电荷分布的积分形式：

∇ · E⃗(r⃗) = 1
4πε0

∇ ·
˚

V
ρ(r⃗0) r⃗ − r⃗0

|r⃗ − r⃗0|3
d3r⃗0 = 1

4πε0

˚
V

ρ(r⃗0)∇ · r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

d3r⃗0 (2.51)

最终我们需要计算的，是形如 r⃗−r⃗i
|r⃗−r⃗i|3 的矢量场的散度，由于矢量场的散度与坐标系的选取

无关，因此这里可以选取以 r⃗i 为原点的坐标系进行散度的计算，即

∇ · r⃗ − r⃗i

|r⃗ − r⃗i|3
= ∇ · r⃗

r3 (2.52)

利用上一章里习题1.9的结论，即散度在球坐标系中的表达式：

∇ · F⃗ = 1
r2

∂(r2Fr)
∂r

+ 1
r sin θ

∂(Fθ sin θ)
∂θ

+ 1
r sin θ

∂Fϕ

∂ϕ
(2.53)

可得：

∇ · r⃗

r3 = 1
r2

∂(r2 1
r2 )

∂r
+ 0 + 0 = 1

r2 × 0 = 0 (r⃗ ̸= 0) (2.54)

需要注意的是，上式 ∇ · r⃗
r3 = 0 只对 r⃗ ̸= 0 的点成立，因为，当 r⃗ = 0 时，根据散度的定义：

∇ · r⃗

r3 = lim
dV →0

‚
S⃗

r⃗
r3 · dS⃗

dV
(2.55)
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以原点为中心，取半径为 r 的球，球面 S⃗，dV 为球的体积，则由对称性可计算上面的面积分：

∇ · r⃗

r3 = lim
dV →0

‚
S⃗

r⃗
r3 · dS⃗

dV

= lim
r→0

r
r3 4πr2

4
3πr3

= lim
r→0

3
r3

= ∞ (2.56)

即：

∇ · r⃗

r3 =

0, r⃗ ̸= 0,

∞, r⃗ = 0.
(2.57)

此外，根据矢量场的高斯定理（定理1.2），我们还有：
˚

V
∇ · r⃗

r3 dV =
‹

S⃗

r⃗

r3 dS⃗ (2.58)

令 S⃗ 为以原点为球心的球面，则：

˚
V

∇ · r⃗

r3 dV = r

r3 4πr2 = 4π (2.59)

数学上，我们用 δ 函数来表达类似于 ∇ · r⃗
r3 的函数，三维空间中的 δ 函数定义如下：

δ(r⃗) =

0, r⃗ ̸= 0,

∞, r⃗ = 0.
(2.60)

且： ˚
all−space

δ(r⃗)dV = 1 (2.61)

δ 函数还有一个筛分性，即：
˚

all−space
f(r⃗)δ(r⃗ − r⃗0)d3r⃗ = f(r⃗0) (2.62)

因此，∇ · r⃗
r3 也可以写成：

∇ · r⃗

r3 = 4πδ(r⃗) (2.63)

现在，我们再回到电场的散度，即2.50式，该式可以写成：

∇ · E⃗(r⃗) = 1
4πε0

N∑
i=1

qi∇ · r⃗ − r⃗i

|r⃗ − r⃗i|3
= 1

4πε0

N∑
i=1

qi4πδ(r⃗ − r⃗i) =
N∑

i=1

qi

ε0
δ(r⃗ − r⃗i) (2.64)
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因此，将矢量场的高斯定理应用到电场中，我们有：
‹

S⃗
E⃗ · dS⃗ =

˚
V

∇ · E⃗(r⃗)dV

=
˚

V

N∑
i=1

qi

ε0
δ(r⃗ − r⃗i)dV

=
N∑

i=1

qi

ε0

˚
V

δ(r⃗ − r⃗i)dV

= 1
ε0

∑
r⃗i in V

qi

= 1
ε0

Qin (2.65)

其中，Qin 是闭合曲面 S⃗ 内部电荷总量。

对于连续分布的电荷的情况，类似的我们有：

∇ · E⃗(r⃗) = 1
4πε0

˚
V

ρ(r⃗0)∇ · r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

d3r⃗0 = 1
4πε0

˚
V

ρ(r⃗0)4πδ(r⃗ − r⃗0)d3r⃗0 = ρ(r⃗)
ε0

(2.66)

对应的矢量场的高斯定理为：
‹

S⃗
E⃗ · dS⃗ =

˚
V

∇ · E⃗(r⃗)dV

=
˚

V

ρ(r⃗)
ε0

dV

= 1
ε0

Qin (2.67)

这样，我们便得到了电场的高斯定理：

定理 2.1 电场的高斯定理
真空中的静电场 E⃗ 通过任意闭合曲面 S⃗ 的通量，等于该闭合曲面所包围的体积内的电
荷量的代数和的 1

ε0
倍，即：

Φ
E⃗

=
‹

S⃗
E⃗ · dS⃗ = Qin

ε0
(2.68)

上式对应的微分形式为：

∇ · E⃗(r⃗) = ρ(r⃗)
ε0

(2.69)

也就是说，只有闭合曲面内部的电荷对总通量有贡献，闭合曲面外部的电荷产生的电场在
闭合曲面上的净通量永远为 0。这一特点，是由电场强度的平方反比形式（即 r⃗

r3）决定的，由
于这一平方反比与计算面积时出现的 r2 刚好抵消，导致点电荷产生的电场在任意曲面上的通量
只跟这个曲面对点电荷所张开的立体角大小有关（即

˜
S

r⃗
r3 dS⃗ = dΩ），而跟这个曲面的位置无

关。当点电荷位于闭合曲面外部时，闭合曲面刚好有两个相对点电荷所张开立体角相等但法向
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方向相反的曲面组成，因而点电荷产生的电场在这个闭合曲面的电场净通量为 0.

高斯定理是库仑定律和叠加原理的必然结果，也是麦克斯韦方程组的第一个方程。实际应
用中，我们常用高斯定理来计算具有对称性电荷体系所产生的电场。

例 2.10
求均匀带电球（半径 R，总电荷 q）产生的电场 E⃗(r⃗)。

解:
如图，令 S⃗ 为以 O 为球心、半径为 r 的球面。由对称性，S⃗

上所有的点的电场的大小相同，且方向与 S⃗ 的法向平行。由高斯
定理：

‹
S⃗

E⃗ · dS⃗ = Qin
ε0

⇒ 4πr2E = Qin
ε0

⇒ E = Qin
4πε0r2

1. 当 r ≥ R 时，Qin = q，
E = q

4πε0r2 (2.70)

2. 当 r < R 时，

Qin = q
r3

R3

E =
q r3

R3

4πε0r2 = qr

4πε0R3 (2.71)

例 2.11

求均匀带电球面产生的电场 E⃗(r⃗)（球面半径为 R，总电荷量为 q）。

解:

取以带电球面的球心为球心、半径为 r 的球面 S⃗。由对称性，S⃗ 上各点的电场大小相等，方
向与 S⃗ 的法向平行。由高斯定理： ‹

S⃗
E⃗ · dS⃗ = Qin

ε0

⇒ 4πr2E = Qin
ε0

⇒ E = Qin
4πε0r2
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1. 当 r < R 时，Qin = 0，E = 0

2. 当 r > R 时，Qin = q，
E = q

4πε0r2 (2.72)

3. 当 r → R+ 时（即在无限贴近球面外表面的地方），

E → q

4πε0R2 = σe

ε0
(2.73)

我们注意到两个有趣的现象：

1. 球的外表面附近的电场值为无穷大带电平板附近的电场强度的
两倍（无限大带电平板电场为 E = σe

2ε0
，见上一节例2.7）。为了直

观的理解这个结论，可以像右图那样想象在一个维度上将一条直线
逐渐弯成一个圆圈，在逐渐弯成圆圈的过程中，直线两端的电荷在
P 点产生的电场相互抵消的部分越来越少，即在水平方向分量越来
越大，因此圆圈相比直线在 P 点产生的电场要大，同样的道理，球
面（或者下一例题要讲的柱面）要比平面在 P 点产生的电场要大。

2. 在球面内外两侧电场强度发生了跳跃，是不连续的，这是理想
面电荷产生的电场的普遍特征，本质上是因为在点电荷附近电场不
连续（方向发生反向）。由于我们把面电荷当成理想的点电荷在一
个平面上铺开一层，因此跨过这个平面之后电场就会反向。事实
上，如果我们在 P 点附近的球面上挖掉一个小洞，那在这个小洞
两侧的电场就是连续的，因为这种情况下不需要跨过点电荷。
如右图所示，P 点的电场可以看成小洞里原本的电荷产生的电场与剩余电荷产生的电场的和，
而当 P 点无限接近小洞时，挖掉的小洞里的电荷在 P 点产生的电场可以看成无限大带电平板
产生的电场，其在内外两侧的电场大小相等符号相反（± σe

2ε0
），而除去小洞之外的电荷在两侧产

生的电场都是向外且大小相等（ σe
2ε0
），两者相加之后导致内侧总电场为 0 而外侧总电场是无限

大平板电场的两倍。

例 2.12
求无限长均匀带电圆柱面（半径 R，电荷面密度 σe）产生的

电场 E⃗(r⃗)。

解:
如图，过 P 点取与带电圆柱面共轴、半径为 r、高度为 h 的

圆柱，设该圆柱的所有外表面为 S⃗：

S⃗ = S⃗up + S⃗down + S⃗side (2.74)
由对称性，上下表面（S⃗up, S⃗down）上的电场方向与表面的法向垂直，侧面（S⃗side）上各点的电
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场大小相等且方向与 S⃗side 法向平行。因此，由高斯定理：
‹

S⃗
E⃗ · dS⃗ =

‹
S⃗up+S⃗down

E⃗ · dS⃗ +
‹

S⃗side

E⃗ · dS⃗ = Qin
ε0

⇒ 0 + 2πhE = Qin
ε0

⇒ E = Qin
2πε0rh

1. 当 r < R 时，Qin = 0，E = 0

2. 当 r > R 时，Qin = 2πRhσe，

E = 2πRhσe

2πε0rh
= σeR

ε0r
(2.75)

3. 当 r → R+ 时（即在无限贴近圆柱面外表面的地方），

E → σe

ε0
(2.76)

该结果与带电球面的外表面附近的电场强度一致。电场在圆柱面内外两侧发生了从 0 到
σe
ε0
的突变。

例 2.13
求无限大带电平板（电荷面密度 σe）产生的电场 E⃗(z)。

解:
由对称性，平板外任意一点的电场的方向应当与平板垂

直，且在与平板平行的平面上各点的电场强度应当相等。如
图，以 P 点为原型作平行于平板的一个圆 S，并以 S 为低作
一个高度为 2z 的圆柱，圆柱的另一个底面在平板的另一侧。
对圆柱体表面应用高斯定理：

‹
E⃗ · dS⃗ =

‹
S⃗left

E⃗ · dS⃗ +
‹

S⃗right

E⃗ · dS⃗ +
‹

S⃗side

E⃗ · dS⃗ = Qin
ε0

⇒ ES + ES + 0 = σeS

ε0

⇒ E = σe

2ε0
(2.77)

即：

E⃗(z) =


σe
2ε0

ẑ, z > 0,

− σe
2ε0

ẑ, z < 0.
(2.78)

该电场在 z = 0 处不连续。
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例 2.14
均匀带电球体（半径 R，体电荷密度 ρe）内挖掉一个半

径为 r 的空腔，求空腔内的电场。

解:
如图所示，由叠加原理，该带电体系可以看成一个完整的

半径为 R、体电荷密度 ρe 的大带电球和一个半径为 R、体电
荷密度 −ρe 的小带电球的叠加。
由例2.10可知，均匀带电球在其内部的电场为：

E⃗ = qr⃗

4πε0R3 = ρer⃗

3ε0
(2.79)

因此，大带电球和小带电球在 P 点产生的电场分别为：

E⃗+ = ρer⃗1
3ε0

(2.80)

E⃗− = −ρer⃗2
3ε0

(2.81)

两者矢量叠加便得到了 P 点总的电场强度：

E⃗ = E⃗+ + E⃗− = ρer⃗1
3ε0

+ −ρer⃗2
3ε0

= ρe(r⃗1 − r⃗2)
3ε0

= ρea⃗

3ε0
(2.82)

即：空腔内的电场是均匀电场，方向与两圆心组成的矢量同向（a⃗ = O⃗O′），大小是 ρea
3ε0
。

上述结论也可以应用到两个半径相同、带等量异号的电荷的球有部分重叠的情况，如下图
左图所示，两球的重叠部分净电荷密度为 0，该部分的空间内的电场为：

E⃗ = ρea⃗

3ε0
(2.83)

当两个球之间的距离逐渐缩小时，重叠部分（电荷空腔）的体积逐渐增大，此时空腔内的电场依
然是均匀场。当两个球无限靠近后近似变成一个球时，这个时候只有球的表面有电荷分布，球
内部没有电荷且电场为均匀场。如下面右图所示，球表面带电部分的“壁厚”与该处的 θ 角的
关系是 d = a cos θ，即这个时候如果简化成面电荷分布，那面电荷密度将呈现 cos θ 的分布。也
就是说，对于一个表面电荷分布为形如 cos θ 的球面电荷系统，其在球内部产生的电场是一个均
匀电场。
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2.5 环路定理

上一节中，我们计算了电场的面积分及其散度，这一节我们将要计算并讨论静电场的线积
分和旋度及它们的物理意义。

首先我们来看一下电场的线积分，即 E⃗ 沿着某一路径 C 的线积分：
ˆ

C
E⃗ · dr⃗ (2.84)

现在，我们设想有一个电量为 q 的试探电荷，沿着路径 C 从一端运动到另一端，那么，在这个
过程中，电场对电荷做的功为：

A =
ˆ

C
F⃗ · dr⃗ =

ˆ
C

qE⃗ · dr⃗

⇒
ˆ

C
E⃗ · dr⃗ = A

q
(2.85)

即：静电场沿某一路径 C 的积分，等于电场对沿该路径运动的单位正电荷做的功。

如果路径 C 为闭合路径，那么我们称电场在 C 上的路径积分为静电场的环量（circulation）：

环量 ≡
˛

C
E⃗ · dr⃗ = A

q
(2.86)

由于此处涉及到矢量场在闭合曲线上的线积分，因此我们在第一章所学习的矢量场的斯托
克斯定理（定理1.75）对电场同样成立：

˛
C

E⃗ · dr⃗ =
¨

S⃗
(∇ × E⃗) · dS⃗ (2.87)
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下面，我们来计算任意带电体系产生的静电场的旋度：

∇ × E⃗(r⃗) = ∇ ×
[ 1

4πε0

˚
V

ρ(r⃗0) r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

d3r⃗0

]
= 1

4πε0

˚
V

ρ(r⃗0)∇ × r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

d3r⃗0 (2.88)

问题转换成了形如 r⃗−r⃗0
|r⃗−r⃗0|3 的矢量场的旋度的计算：

∇ × r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

(2.89)

由于旋度的计算结果与坐标系的选取无关，因此可以将坐标系平移至以 r⃗0 为中心，即：

∇ × r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

= ∇ × r⃗

r3 (2.90)

根据上一章中习题1.9得出的旋度在球坐标系中的表达式：

∇ × F⃗ = r̂
1

r sin θ

(
∂(Fϕ sin θ)

∂θ
− ∂Fθ

∂ϕ

)
+ ϕ̂

1
r

(
∂Fr

∂ϕ
− ∂(rFϕ)

∂r

)
+ ẑ

1
r

(
∂(rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ

)
(2.91)

我们可以得出：

∇ × r⃗

r3 = r̂
1

r sin θ
(0 − 0) + ϕ̂

1
r

(0 − 0) + ẑ
1
r

(0 − 0) = 0 (2.92)

因此，2.88式变成：

∇ × E⃗(r⃗) = 1
4πε0

˚
V

ρ(r⃗0)∇ × r⃗ − r⃗0
|r⃗ − r⃗0|3

d3r⃗0 = 1
4πε0

˚
V

ρ(r⃗0) · 0 · d3r⃗0 = 0 (2.93)

从而我们可以把电场的斯托克斯定理（2.87式）写成：
˛

C
E⃗ · dr⃗ =

¨
S⃗

(∇ × E⃗) · dS⃗ = 0 (2.94)

从而我们便得出了静电场的环路定理：

定理 2.2 静电场的环路定理
静电场沿任意闭合路径的积分等于零：

环量 =
˛

C
E⃗ · dr⃗ = 0 (2.95)

该式的微分形式为：
∇ × E⃗ = 0 (2.96)

需要指出的是，环路定理同样也是库仑定律和叠加原理的必然结果。由于静电场沿任意闭
合路径的积分等于零，根据我们第一章学习的保守场的讨论，我们知道，静电场的这一性质表
明静电场是保守场，即静电场对电荷做的功与电荷的运动路径无关，只与电荷运动的起始和结
束点有关。



54 第二章 真空中的静电场

实际上，关于静电场是保守场的结论，我们也可以直接通
过计算静电场对电荷的做功得出。如图所示，在点电荷 q 产
生的电场中，让试探电荷 q0 从 P 点运动到 Q 点，在这个过
程中，q 产生的电场对 q0 做的功为：

AP Q =
ˆ Q

P
q0E⃗ · dl⃗

=
ˆ Q

P

qq0
4πε0r2 r̂ · dl⃗ (2.97)

由图中几何关系可知，r̂ · dl⃗ = dr，因此：

AP Q =
ˆ Q

P

qq0
4πε0r2 dr = qq0

4πε0

( 1
rP

− 1
rQ

)
(2.98)

可知结果只与试探电荷的起始和结束位置有关，与路径无关，因而点电荷产生的电场是保守场。
再根据电场的叠加原理，可知一般带电体系的电场也是保守场。

2.6 电势

在第一章学习梯度定理的时候我们也学习了梯度定理的逆定理，即保守场一定可以写成一
个标量场的梯度的形式。上一节我们知道，电荷产生的静电场 E⃗(r⃗) 是保守场，因此我们也可以
定义一个标量场 Φ(r⃗)，使得 E⃗(r⃗) = ∇Φ(r⃗)，例如，我们可以将 Φ(r⃗) 定义为：

Φ(r⃗) =
ˆ r⃗

∞
E⃗ · dr⃗ (2.99)

即：E⃗(r⃗) 在从无穷远处到 r⃗ 的任意一条曲线上的线积分，由于 E⃗(r⃗) 是保守场，因此上述定义
是唯一的，与选取哪条路径无关。根据积分的定义，我们有：

dΦ(r⃗) = E⃗ · dr⃗ (2.100)

同时，根据梯度的定义，我们有：
dΦ(r⃗) = ∇Φ · dr⃗ (2.101)

由上述两式可得：
E⃗ · dr⃗ = ∇Φ · dr⃗ (2.102)

上式对任意 dr⃗ 都成立，因而 E⃗(r⃗) = ∇Φ(r⃗)。

下面，我们来试图理解一下上述定义的 Φ(r⃗) 的物理意义，为此，我们不妨再来看一下从点
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P 到点 Q 电场对试探电荷 q 所做的功：

AP Q =
ˆ Q

P
qE⃗ · dr⃗ = q

ˆ Q

P
∇Φ(r⃗) · dr⃗ = q

ˆ Q

P
dΦ = qΦ(Q) − qΦ(P ) (2.103)

由能量守恒，电场力对点电荷做的功，必然等于这个系统某种能量的减少，对于保守场，其做
功的能量来源是保守场的势能 W，即：

AP Q = W (P ) − W (Q) (2.104)

比较2.103式和2.104式我们发现，我们可以把势能函数定义为：

W (r⃗) = −qΦ(r) = −q

ˆ r⃗

∞
E⃗ · dr⃗ = q

ˆ ∞

r⃗
E⃗ · dr⃗ (2.105)

需要注意的是，上述定义我们实际上是把无穷远处定义为势能为零的地方，实际上势能为零的
地方可以任意选取，因为讨论势能的绝对大小是没有意义的，只有势能的改变才具有实际意义，
实际应用或研究电路问题时，我们常常把大地或者仪器外壳等处定义为势能为零的地方。势能
不仅与电场的性质有关，还与试探电荷本身的电荷大小有关。为了表征电场本身的“势”，我们
定义一个只跟电场有关的量，叫电势 U(r⃗)，其定义为：

电势 U(r⃗) ≡
ˆ ∞

r⃗
E⃗ · dr⃗ (2.106)

写成微分形式，上式等价于：
E⃗(r⃗) = −∇U(r⃗) (2.107)

电势的单位是 V（伏特）。有了电势的定义，电荷 q 在电场中的势能便可以写成：

W (r⃗) = qU(r⃗) (2.108)

2.103式也可以写成：

AP Q =
ˆ Q

P
qE⃗ · dr⃗ = q

[
U(P ) − U(Q)

]
(2.109)

即：电场力做功，等于势能的减少。

根据点电荷电场的形式及2.106，很容易计算出点电荷 q 产生的电场的电势为：

U(r⃗) = q

4πε0r
(2.110)

由电场的叠加原理，可得电势的叠加原理，即带电体系产生的电场在某点的电势为各点电荷在
该点的电势的代数和：

U(r⃗) =
N∑
1

Ui(r⃗) =
N∑
1

qi

4πε0|r⃗ − vri|
(2.111)
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对连续分布的带电体系则有：

U(r⃗) =
˚

V ′
dUr⃗′(r⃗) =

˚
V ′

ρ(r⃗′)dV ′

4πε0|r⃗ − r⃗′|
(2.112)

空间中电势相等的平面称为电场的等势面。在第一章学习标量场的梯度的时候我们提到，
∇U 的方向平行于等势面的法向，因此，电场的方向与等势面的法向是平行的（方向相反），且
电场的大小等于电势 U 在等势面法向方向的导数的负数。

在求解一个带电系统的电场或电势时，可以通过叠加原理先计算电场然后通过积分得到电
势，也可以通过叠加原理先计算电势然后通过微分得到电场。

例 2.15
同例2.6，求如图所示的均匀带电细圆环（半径 R，总电

荷 q）在其轴线上任意一点 P (z) 处的电场强度。

解:

如图所示，将带电圆环分成无限个点电荷 dq，该点电荷的电场在 P 点的电势为：

dU(z) = dq

4πε0r
(2.113)

因此，整个带电圆环产生的电场在 P 点的电势为：

U(z) =
ˆ

dU =
ˆ q

0

dq

4πε0r
= q

4πε0r
= q

4πε0
√

R2 + z2
(2.114)

由对称性，P 点的电场方向指向 z 方向，且:

Ez = −∂U

∂z
= qz

4πε0(R2 + z2)3/2 (2.115)

该结果与例2.6中直接通过叠加原理求电场得到的结果相同。

例 2.16
求电偶极子在远点的电势。

解:
如图所示，由叠加原理，电偶极子在 P 点的电势等于正负电
荷在 P 点的电势之和：

U(r⃗) = U+(r⃗) + U−(r⃗)

= q

4πε0

( 1
r+

− 1
r−

)
(2.116)
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将 r+, r− 用三角函数表示，并取 l/r ≪ 1 时的泰勒展开后的一次项，可得：

U(r⃗) = q

4πε0

[
(r2 + ( l

2
)2 − rl cos θ)− 1

2 − (r2 + ( l

2
)2 + rl cos θ)− 1

2

]
= q

4πε0r

[
(1 + ( l

2r
)2 − l

r
cos θ)− 1

2 − (1 + ( l

2r
)2 + l

r
cos θ)− 1

2

]
≈ q

4πε0r

[
(1 − l

r
cos θ)− 1

2 − (1 + l

r
cos θ)− 1

2

]
≈ q

4πε0r

[
(1 + l

2r
cos θ) − (1 − l

2r
cos θ)

]
= ql cos θ

4πε0r2

= p⃗ · r⃗

4πε0r2 (2.117)

其中 p⃗ = ql⃗ 为电偶极矩。

在讨论高斯定理和环路定理的时候，我们都提到过这两个定理是库仑定律和叠加原理的直
接结果。实际上，从数学上这个逻辑反过来也是可以推导出来的，即如果已知高斯定理和环路
定理，那么我们便可以得出电场的平方反比规律（即库仑定律的形式）和叠加原理的结论。其
推导过程也并不复杂，首先，由环路定理的微分形式：

∇ × E⃗ = 0 (2.118)

我们可以得出：
E⃗ = −∇U (2.119)

再代入高斯定理的微分形式：
∇ · E⃗ = ρ

ε0
(2.120)

可得：
∇ · ∇U = ∇2U = − ρ

ε0
(2.121)

上述方程，也被称为静电场的泊松方程，其中 ∇2 称为拉普拉斯算符，有时也用 ∆ 来表示：

∇2 = ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 (2.122)

求解泊松方程（边界条件 U(∞) = 0），便可得到 U 的表达式：

U(r⃗) = 1
4πε0

˚
V0

ρ(r⃗0)
|r⃗ − r⃗0|

dV0 (2.123)

已知该电势，便可使用2.119求出电场：

E⃗ = −∇U = 1
4πε0

˚
V0

ρ(r⃗0)(r⃗ − r⃗0)
|r⃗ − r⃗0|3

dV0 (2.124)

而上式，便是库仑定律和叠加原理。
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习题

2.1: 如图所示，在例2.2的基础上，假设物质中的原子数密度
为 N，原子数为 Z，求带电粒子经过单位厚度的物质物质
时损失的能量 dE

dx（提示：注意思考图中的 bmin 和 bmax

该如何取值）。

2.2: 在粒子对撞机中，我们一般通过磁场将大量的带电粒子会聚到一个小的束团中，而后与
另一个反方向运动的束团发生对撞。如图所示，设有两团质子发生对撞，假设每一团质子都是
均匀分布在半径为 R 的球体中，忽略相对论效应（即假定库仑定律适用），求当两团质子刚好
发生接触时：

1. 求在 z 轴上何处的质子受到的电场力最大？

2. 假设 R = 10µm，每一团质子中有 1011 个质子，求上一问中 z 轴上受力最大的质子受到
多大的电场力？

2.3: 计算下图中所示的电四极子在其轴线上一点 P (x) 的电场强度（x ≫ l）。

2.4: 求两个带等量异号（面电荷密度 ±σ）的无限大平行带电平板产生的电场分布。

2.5: 求无限长均匀带电直线（面电荷密度 λ）产生的电场的电势。

2.6: 在一个半径为 R、高度为 2R 的圆柱的中心放置一个电荷为 q 的点电荷，求通过圆柱侧
面的电场强度通量。



2.6 电势 59

2.7: 如图所示，在原点放置一个正电荷 +Q，在 y 轴上距离
原点 d 处放置一负点电荷 −q，已知 Q > q，求：

1. 空间中任意一点 P (x, y, z) 的电势（以无穷远处为
电势零点）。

2. 求电势为零的点组成的等势面，证明该等势面为一
球面，并求出半径和球心位置。

2.8: 求一个半径为 R 的无限长均匀带电圆柱体（体电荷密度 ρe）产生的电场。

2.9: 求均匀带电细线（位于 x 轴上，长度 l，线电荷密度 λe）在其所在直线上（即 x 轴）各
处的电场强度分布，并画出电场 E 随 x 的变化曲线。根据你的计算，假如该带电细线是理想导
体（即电荷可以自由移动），你认为电荷会聚集在何处？

2.10: 请使用先计算电势再用微分计算电场的方法求均匀带电细线（长度 l，线电荷密度 λe）
在其中垂线上 P (r) 点产生的电场。
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在上一章研究摩擦起电的时候我们提到，摩擦后带电的玻璃棒（或橡胶棒）会吸引轻小的
不带电的物体，当时我们给出的解释是当玻璃棒靠近不带电的物体的时候，玻璃棒中的正电荷
会吸引不带电的物体中的电子，最终的结果是不带电的物体在靠近玻璃棒的一侧会有部分负电
荷聚集，而在远离玻璃棒的一侧会有正电荷聚集。由于库仑定律的距离平方反比关系，靠近玻
璃棒的负电荷与玻璃棒之间的相互吸引力会大于远离玻璃棒的正电荷与玻璃棒之间的相互排斥
力，因此最终玻璃棒会吸引不带电的物体。

我们注意到，在上述过程中，由于玻璃棒中的电荷产生的电场，原本电中性的物质中的正
负电荷进行了重新分布，而且重新分布的结果往往是新分布的电荷产生的电场与原本外加的电
场方向相反，也就是说物质中的电场强度被“削弱”了。从这一章开始，我们就要研究这种外加
电场对原本电中性的物质中的电荷的重新分配的规律，并试图定量的计算有物质的情况下的电
场分布。学习在物质中的电场的规律，不仅有利于帮助我们更深入地理解电场的行为（比如与
我们后续要学习的导体中的电流及其相关的电磁现象息息相关），同时也是我们解决工程和科学
领域中的许多技术问题的基础（比如电场屏蔽、通信技术等）。

要想研究静电场中的物质，我们首先需要弄明白能够运动的电荷（大部分情况下是电
子）在物质中的运动规律，即有多少电荷能够运动，运动的速度有多快等，而这些正是表
征物质导电性能的关键参数。因此，本章将先带大家一起回顾学习一下物质中的电子分
布和运动规律，以及对应的物质的导电性质。根据导电性质的不同，物质可以分为导体、
半导体和绝缘体。在此基础上，本章将学习静电场中的导体在达到静电平衡后的电荷、电
势、电场等特征，下一章我们将学习静电场中的绝缘体的特征。
定量研究静电场中的物质往往很困难。这是因为，静电场中，一般的计算办法都是给

定电荷分布求电场。但是在有物质（比如导体）时，电荷分布是未知的，往往我们只能先
猜测最终电场或电势分布，然后去验证我们的猜测。那我们如何来验证我们的猜测是否
正确呢？本章将要学习的静电场的唯一性定理将会给我们提供一个思路。在大部分情况
下，我们的猜测可能往往都是错误的，因此对一般情况我们往往只能借助计算机等手段
进行多次猜测直到无限接近正确答案。对于一些简单的导体情况，本章将介绍一个简单
的行之有效的我们手工能够进行的猜测方法，也就是所谓的电镜像法，这个方法是基于
我们上一章所学的一些常见带电体系的电场的特征，来进行猜测并求解一些有导体存在
时的电场。
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3.1 物质的导电性质

我们日常生活中接触到的物质的很多性质，诸如导电性、磁性、导热性、光学性能等，究其
原因都能归结到组成物质的原子这一基本单元的一些性质。原子与原子之间可以有规律的结合
在一起组成各种宏观物体，通过化学反应，我们可以很轻易的让不同的原子进行重新组合形成
成千上万种不同的宏观物质，但是我们却没法改变组成物质的原子本身。

原子是由带正电的原子核和若干个带负电的核外电子组成的，对于固体而言，原子内部的原
子核在宏观上是不会从固体的一侧移动到另一侧的，唯一有可能发生宏观运动进而引起电荷的
重新分配的只能是核外电子。电子是自旋为 1/2的费米子，满足泡利不相容原理，即不同核外电
子应处于不同的量子态。表征核外电子的量子态有 4个量子数，即主量子数 n、角量子数 l、磁量
子数 ml、自旋量子数 ms。泡利不相容原理表明在同一体系中，不存在四个量子数完全相同的电
子。主量子数 n 相同的电子分布在一个电子层中，根据离原子核的距离分别是第 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
层，第 n 层中最多能容纳 2n2 个电子（即有 2n2 个量子态）；电子层根据角量子数 l 又可以再
细分为 n 个不同的亚层（l = 0, 1, ..., n − 1，分别记作 s, p, d, f...），同一亚层中的电子具有相同
的能量（即处于同一能级），一个亚层（即同一能级）中有 (2l + 1) 个电子轨道，每个电子轨道
最多容纳两个自旋相反的电子。例如，一个铜原子中有 29 个电子，这 29 个电子所在的能级及
每个能级所包含的电子数目如下：

1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s1

其中，1s2 表示 n = 1, l = 0 的亚层中有两个电子（即已经填
满了），依此类推，直到 3d 能级的所有亚层都占满了电子，而
4s 能级中有一个电子（它能容纳两个电子），其余亚层则都空
着。根据这些亚层的能量大小和间隙，我们可以画出这 29 个
电子的能级分布如右图所示。铜原子中的任何一个核外电子，
如果想脱离它所在的能级，则必须：

1. 要么获得足够的能量彻底脱离铜原子成为自由电子，要么获得或失去能量去一个能量更高
或更低的能级。

2. 所去的那个能级必须是没有被占满的能级，比如一个 3d 能级上的电子在 4s 能级还未被
占满的情况下可以在获得足够能量时跳跃到 4s 能级上。

现实生活中我们接触到的物质都是由许多的原子组成的，例如，1cm3 的铜里面约有 N =
1023 个铜原子。对于一般固体而言，原子与原子之间是紧密排布，比如相邻铜原子之间的距离
与一个铜原子的大小（直径）是相当的，在这种情况下，铜原子中的电子将感知到旁边另一个
铜原子的存在，也就是说，不同铜原子之间的电子的波函数是重叠的，而且外层电子的波函数
比内层电子的波函数重叠得更加严重。对于由很多个铜原子组成的一个 N 原子系统，泡利不相
容原理仍然适用，也就是说要求 29N 个电子都占据不同的量子态，这 29N 个不同的量子态将
对应不同的能量。如下图所示，如果将这 N 个铜原子的电子能级从小到大进行排列，我们将看
到若干个不同的能带，比如原本一个铜原子对应的 3p 能级将变成很多个靠得非常近的能级形
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成的一个能带，且这个能带中不同的量子态将全部被电子占满；而最高能级 4s 对应的能带则将
对应的变成另一个能量更高的能带，与 3s 对应的能带不同的是，4s 对应的这个能带中的能级
还有一大半是空着没被占据的。由于这些未被占满的能级的存在，4s 中的电子很容易运动到到
另一个原子旁边的未被占满的 4s 能级，而且这一运动的速度非常的快（对应的是费米速度，约
1.6 × 106m/s）。像铜的 4s 对应的能带这样存在大量未被占据的能级的能带，我们称之为导带，
而导带下面的那个能带（如 3d 对应的能带）所有的能级都已经被电子占满了，我们把这种能带
称为价带。由于铜的导带中同时也被大量的电子占据，这些电子能够轻易的跳到导带中的其他
能级，它们能够像气体中的分子那样在样品的整个体积内几乎自由的运动，因此铜便成了很好
的导体。

并不是所有的固体都像铜这样，在 N 原子系统组成能带后，价带中的很多能级被电子所占
据；有些固体，比如硅、金刚石等，在温度为绝对零度的时候它们的价带中的能级是全空的，比
如单个硅原子的最外层的 3s和 3p能级在 N 原子系统中（由于 sp3 轨道杂化）将被分成两个能
带，能量较低的那个能带（价带）会被全部占满，而较高的那个能带（价带）则没有任何电子占
据，导带和价带之间相隔了 1.12eV。由于价带中的能级已经被全部占满了，泡利不相容原理不
允许其中的任何一个电子跳到价带中的其他已经被占满的能级，这些电子如果想脱离它所属的
原子那它只能跳转到能量比它高 Eg = 1.12eV 的导带中，而光靠电子的热运动是很难满足，比
如，对于温度为 T 的这类物体，其导带上的能级被来自价带的电子占据的概率由费米-狄拉克统
计给出：

p = 1

e
E−EF

kT + 1
≈ e− E−EF

kT ≈ e− Eg
2kT

其中 EF 是费米能级，对硅来说处在能带间隙的的中间；对于室温，kT ≈ 0.026eV，因此：

p = e− Eg
2kT ≈ e− 1.12eV

2×0.026eV = 4.4 × 10−10 (3.1)

这是一个很小的概率，但是对于有多达 1023 个原子 1cm3 的硅来说，就算是上面这么小的概率
也会导致可观数量的电子在导带中占据着，只不过要远小于诸如铜这类导体中导带中的电子罢
了。我们把这类在绝对零度时导带中完全没有电子占据，但是在室温下有一定数量的电子占据
的物体，称为半导体。

值得注意的是，3.2式对能带间隙 Eg 的大小是非常敏感的，比如，对于金刚石，Eg = 5.5eV，
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因此该概率就变成：
p = e− Eg

2kT ≈ e− 5.5eV
2×0.026eV = 1.2 × 10−46 (3.2)

这是一个极其小的概率，室温下就算是多达 1023 个原子也没有 1 个电子会处在导带中，我们把
这类物体称为绝缘体。下图给出了导体、半导体和绝缘体的能带结构以及不同能带中的电子数
量示意图。

通过上面的分析我们知道，在导体中存在大量的可以自由运动的电子，而且电子运动的速
度很快，宏观上从物体的一端运动 1cm 到另一端只需要约 ns 级别的很短的时间；而在绝缘体
中，所有电子都严格的被束缚在其所属的原子周围，没法自由跳转到其他的原子附近，因而理
想的绝缘体中不存在能够自由运动的电荷。本章和下一章将分别研究在这两种不同的物质中施
加外加电场的情况下其电荷分布及电场的特征。

3.2 静电场中的导体

3.2.1 静电平衡

上一节中提到，导体中存在很多（近似成“无穷多”）能够快速运动的自由电荷（比如固体
中的电子），当给导体施加一个外加电场的时候，导体中的电荷会在电场力的作用下发生定向移
动，而这一定向移动又会导致导体内电荷分布的改变，从而改变到体内的电场强度，而电场强
度的改变又会影响自由电荷的运动，如此进入一个带有反馈机制的循环中。如果导体所处的外
部环境是一个静电场，也就是外加电场不随时间改变，那么在经过一段时间的上述循环后（这
一时间往往非常短，在 ns 级别），导体内的自由电荷将不再发生定向移动，我们称在这种情况
下，电场和导体之间达到了静电平衡（electrostatic equilibrium）。

处于静电平衡时的导体，具有如下特征：

1. 导体内部电场处处为零，导体表面电场与表面垂直。
这是因为，如果导体内部电场不为零，那么到体内的自由电荷将继续因为受到电场力而发
生定向移动，因此静电平衡时导体内部无电场。
至于导体表面的电场，如果导体表面存在与表面平行的电场，那么在导体表面的自由电荷
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将会继续沿着导体表面移动，也不满足静电平衡，只有当表面电场与表面垂直时，导体表
面的电荷才无法继续移动，此时，导体表面的电荷除了受到外加电场的作用力外，还会受
到来自导体本身的吸引力（比如原子核对电子的吸引力）而达到受力平衡。

当然，我们也可以通过静电场的环路定理来证明导体表面电
场与表面垂直，如右图所示，沿导体表面取一个无穷窄的长条
形环路 C，其中长边与导体表明平行（长度为 l），则根据环
路定理：

0 =
˛

C
E⃗dl⃗ = E∥内l − E∥外l (3.3)

由于导体内部电场处处为零，因此 E∥内 = 0，从而有
E∥外 = 0，即导体表面电场的切向分量为零。

2. 导体是个等势体，导体表面是个等势面。
这个也很好理解，由于导体内部没有电场，因此导体上任意两点之间的在导体内部的路径
上的电场的路径积分为零，也就是电势差为零，因而导体是个等势体，导体的表面也是个
等势面。

3. 导体内部体电荷密度 ρe 处处为零，电荷只分布在导体表面。
导体内部的体电荷密度，可以由高斯定理的微分形式给出：

ρe = ε0∇ · E⃗ (3.4)

由于导体内部电场处处为零，因而 ρe = 0。

3.2.2 导体表面电场强度

上面提到，处于静电平衡的导体，其表面电场的切向分量
为零，那么表面电场的垂直分量是多大呢？为了计算电场的垂
直分量，我们可以取如右图所示的圆柱面作为高斯面，该圆柱
面的侧面与导体表面垂直，其中一个底面位于导体内部，则由
高斯定理：

‹
S⃗

E⃗ · dS⃗ = Qin
ε0

⇒E外S + E内S +
¨
侧面

E⃗ · dS⃗ = σeS

ε0
(3.5)

其中，由静电平衡我们知道导体内部电场 E内 = 0，此外我们再令这个圆柱面的高无限小，则有˜
侧面 E⃗ · dS⃗ = 0，因此：

E外S = σeS

ε0
(3.6)

即导体表面的电场强度为：
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E⃗ = σe

ε0
n⃗ (3.7)

注意到该电场强度有以下一些有趣的现象：

1. 导体表面某一处的电场强度，应该是外加电场加上导体上所有表面电荷共同叠加的结果，
但是上式由高斯定理给出的结果却表明电场的值只跟这一点的面电荷密度有关。之所以有
这个结论，就是因为导体能够提供“无穷多”的电荷，使得无论外加电场多大，以及无论
导体原本带多少电，导体表面的电荷分布最终都会使得让导体内部电场为零，且外表面只
有垂直场，且垂直场的场强与该点的面电荷密度存在简单的正比关系。

2. 该电场强度的值与上一章中我们计算得到的无穷大带电平板产生的电场强度类似，但是
差了两倍，即导体表面的电场强度是相同面电荷密度的无穷大带电平面产生的电场强度的
两倍。这也是由于导体上其他的表面电荷在该点产生的电场叠加后的结果。事实上，如果
我们把无穷大带电平面变成无穷大的具有一定厚度的带电导体板，那么在这种情况下，上
式3.7依然成立。如下图所示，假设无限大的带电导体板的厚度为 d，在没有外加电场的情
况下，导体板两侧的面电荷相同（假设为 σe），由3.7式，可知导体板表面电场为：

E = σe

ε0
(3.8)

当导体板厚度 d 足够小时，它可以等价为一个无限大带电平面，面电荷密度为 2σe，由上
一章的结论，该无限大带电平面产生的电场为：

E = 2σe

2ε0
= σe

ε0
(3.9)

可知两种模型给出的结论是一致的。

3.2.3 导体表面电荷分布

我们知道，处于静电平衡的导体，其电荷只分布在表面上，那表面电荷的分布有什么规律
呢？

我们不妨先看最简单的孤立导体的情况，也就是不存在外加电场或其他导体，在这种情况
下，导体上的电荷将会如何分布在其表面呢？为了研究这个问题，我们不妨来看下面这样一个
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简单的情况：如图所示，有两个半径分别为 r1 和 r2 的导体球通过导线相连，两个球相距无限
远，假设两个球表面的面电荷密度分别是 σ1 和 σ2，求 σ1 和 σ2 之间的关系。

上面这个问题可以通过静电平衡时导体是个等势体来求解。由于两个球之间通过导线相连，所
以两个球是个等势体，其中球 1 的电势等于球 1 和球 2 上的电荷产生的电场在球 1 处的电势，
由于两球相隔无穷远，所以球 2 的电荷产生的电场在球 1 的电势为零，即球 1 处的电势为球 1
上的电荷在球 1 处产生的电势：

U1 = 1
4πε0

Q1
r1

(3.10)

同理，球 2 的电势为：
U2 = 1

4πε0

Q2
r2

(3.11)

由 U1 = U2 可得：
Q1
r1

= Q2
r2

(3.12)

即：
4πr2

1σ1
r1

= 4πr2
2σ2

r2
(3.13)

从而有：
σ1
σ2

= r2
r1

(3.14)

即半径小（或曲率大）的球其面电荷密度更大。这一结论对于任意形状的孤立导体都是成立的，
也就是说电荷更容易聚集在孤立导体的尖端部位。这个现象也可以通过对表面电荷受力分析来
理解，如右图所示的一个孤立导体，

即半径小（或曲率大）的球其面电荷密度更大。这一结论对于任意形状的孤
立导体都是成立的，也就是说电荷更容易聚集在孤立导体的尖端部位（曲率
大）。这个现象也可以通过对表面电荷受力分析来理解，如右图所示的一个
孤立导体，在其曲率小和曲率大的地方分别取 A, B, C, D 四个点，处在这四
个点上的表面电荷，它们主要受到两类力，一类是来自导体给的吸引力（主
要来自原子对电子的束缚力，方向垂直于导体表面指向导体内部，防止电荷
脱离导体表面），另一类是来自其他表面电荷的排斥力。

图中标出了不同位置的电荷受到的来自其他表面电荷的排斥力的示意图，由图可知，在表面平
坦处的 A, B 两点，电荷附近的其他表面电荷给它的排斥力主要是沿着表面的切向，而在切向没
有与之抗衡的来自导体中的原子的力，因此在这个排斥力的作用下自由电荷很容易沿表面切向
发生移动，不容易达到静电平衡；而在表面很尖的 C, D 两点，电荷受到的来自其他表面电荷的
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排斥力有很大一部分是沿着导体表明的法线方向，而在这个方向刚好有来自导体的吸引力与之
抗衡，因而更容易达到静电平衡，因而在这些尖端处更容易聚集表面电荷。由于这个原因，在
导体表面的尖端处往往电场比较强，更容易使附近的空气电离而产生放电现象，这一现象也被
称为导体的尖端放电现象。比如避雷针往往是由建筑物顶端的一个尖尖的金属做成，就是利用
了这个现象，在雷雨天气将建筑物附近的空气提前放电于避雷针附近，并将空气中累积的电荷
通过避雷针释放到大地中。

对于一般情况下静电平衡中的导体（比如存在不止一个导体、存在其他电荷、存在空腔、导
体接地、或者存在外场等），很多时候我们往往只能运用电荷守恒、静电平衡特征、高斯定理等
定量的分析一些简单情况下的电荷分布情况，对一般情况往往不存在解析解（如本章开头提到
的利用计算机进行循环猜测和修正得到数值解）。下面，我们通过几个例题，来分析一下几种常
见情况下的导体表面电荷分布。

例 3.1

一个面电荷密度为 σ0 的无限大绝缘板旁边，与之平行放置了一个无限大的原本不带电的导
体平板。

1. 求静电平衡后导体板两个表面上的面电荷密度。

2. 若导体平板接地，静电平衡后其两个表面上的电荷又该如何分布？

解:
1. 如右图所示，由对称性，静电平衡后导体平板两侧的电荷一定是均匀分
布，设两侧面电荷密度分别为 σ1 和 σ2。由于导体板原本不带电，由电荷守
恒，有：

σ1 + σ2 = 0 (3.15)

此外，由静电平衡，我们知道导体内部电场为 0，而导体内部的电场是面电荷 σ0, σ1, σ2 在导体
内部产生的电场的和，即：

0 = E0 + E1 + E2 = σ0
2ε0

+ σ1
2ε0

− σ2
2ε0

(3.16)

联合求解上述两式，可得：
σ1 = −σ0

2
, σ2 = σ0

2
(3.17)

2. 如右图所示，若导体板接地，则接地的作用有两个：一是地球可以给
导体板提供无穷多的电荷，因此上面提到的由电荷守恒而得出的导体板
两侧面电荷密度之和为零的结论不再成立；二是接地之后导体板的电势
与地的电势相等，即电势为零。由对称性，导体板两侧的电荷分布依然是
均匀分布，设为 σ1 和 σ2，因此，导体板右侧空间的电场是均匀电场。

此外，由于导体电势与无穷远处电势相等，电场在从导体出发向右到无穷远处这条路径上的线



3.2 静电场中的导体 69

积分也必然为零，因而可知导体板右侧空间的电场必然为零，即：

0 = σ0
2ε0

+ σ1
2ε0

+ σ2
2ε0

(3.18)

此外，由于静电平衡，导体内部电场依然为零，即3.16式依然成立，联合3.16和3.18式，可得：

σ1 = −σ0, σ2 = 0 (3.19)

例 3.2

如下图所示，将一个不带电的导体球放入一个均匀外场 E⃗ 中，求静电平衡后导体球表面电
荷分布。

解:

由静电平衡，我们知道导体球内部电场为零，而其内部电场等于外场 E⃗ 和其自身的表面电
荷产生的电场的矢量和，这意味着表面电荷在球内产生的电场为 −E⃗，是个均匀电场。那什么
样的球面电荷分布会在球内部产生均匀电场呢？在第二章中的例2.14的讨论中我们提到，对于形
如 cos θ 的球面电荷分布，其在球内部产生的电场是一个均匀电场。不妨假设球面电荷的面电荷
密度分布为：

σe(r⃗) = σ0 cos θ (3.20)

我们来计算一下这样一个面电荷在球心产生的电场强度。由电荷分布的对称性，球心的电场强
度必然与 z 轴（即 E⃗ 所在的轴）平行，球面上一个面元在球心产生的电场在 z 轴的分量为：

dEz = − dq

4πε0r2 cos θ = − σdS

4πε0r2 cos θ (3.21)

其中：
σ = σ0 cos θ, dS = r2 sin θdθdϕ (3.22)
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因此，

dEz = − σdS

4πε0r2 cos θ = − σ0
4πε0

cos2 θ sin θdθdϕ (3.23)

积分可得：

Ez =
ˆ 2π

0

ˆ π

0
− σ0

4πε0
cos2 θ sin θdθdϕ

= 2π

ˆ π

0
− σ0

4πε0
cos2 θ sin θdθ

= σ0
2ε0

ˆ π

0
cos2 θd cos θ (3.24)

令 x = cos θ，可得：

Ez = σ0
2ε0

ˆ −1

1
x2dx = − σ0

3ε0
(3.25)

静电平衡时球内总电场强度为零，意味着上式 Ez = −E，可得：

σ0 = 3ε0E (3.26)

即球面电荷密度分布为：
σe(r⃗) = 3ε0E cos θ (3.27)

例 3.3

一导体内部有一空腔，求静电平衡后导体内表面的总电荷 Qin 及面电荷密度 σin，以及空腔
内部的电场 E⃗。

解:
如右图所示，在导体内部取一高斯面 S 使其包围导体内

表面，静电平衡时导体内部电场处处为零，因此，由高斯定理：

Qin = ε0

‹
S

E⃗ · dS⃗ = 0 (3.28)

即导体内表面总电荷为零。

下面我们再来分析空腔内部的电场，我们判定，空腔内部电场必定处处为零，这是因为，空
腔内没有任何电荷，而电场线只能从正电荷出发到负电荷或无穷远，因此，如果空腔内有不为
零的电场，其电场线必定穿过整个空腔从导体内表面的一点 A 到导体内表面的另一个点 B，如
果这样一条电场线存在，那么点 A 的电势必定大于点 B 的电势：UA − UB =

´
E⃗ · dl⃗ > 0，这

与静电平衡时导体是个等势体矛盾，因此空腔内部电场处处为零。

由于空腔内和导体内电场都处处为零，因而导体的内表面的面电荷密度也必然处处为零。这
是因为，在导体内表面上取任意一个面元 dS0，取一个穿过 dS0 的上下底面分别等于 dS0 的面
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积的圆柱体，设该圆柱体的表面为 S，则由高斯定理:

σindS0 = dq0 = ε0

‹
S

E⃗ · dS⃗ = 0 (3.29)

由于 dS0 可以任意取，因此 σin 必定为零。

值得注意的是，上面的分析过程，完全与导体所处的外部电场环境无关，也就是说，不管外
部电场环境如何，导体内部以及空腔内部电场为零、导体内表面无电荷这些结论依然成立，也就
是导体的外表面的电荷在导体外表面以内的空间产生的电场完美的与外界电场相互抵消了。这
一现象，也被称为静电屏蔽现象。利用这一现象，我们经常在一些需要被保护免受外界电场干
扰的仪器外面加上金属罩子，也称为法拉第笼（Farady cage）。

例 3.4
如图所示，一导体内部有一空腔，空腔内有一电荷 Q，求

静电平衡后导体内表面的总电荷 Qin。

解:
如图取一个在导体内的闭合曲面 S 使其包围导体内表面，静
电平衡时导体内部电场处处为零，因此，由高斯定理：

Qin + Q = ε0

‹
S

E⃗ · dS⃗ = 0 (3.30)

即：导体内表面的总电荷为 Qin = −Q

在上一个例题中，我们提到，一个带有空腔的导体，其外表面的电荷分布完美的与外界电
场相互抵消，可以起到对导体内部的一个静电屏蔽效果；其实，这个效果反过来说也是成立的，
也就是本例题中，带空腔的导体的内表面上的电荷分布在其外部产生的电场完美地与空腔内部
电荷产生的电场互相抵消了，在内表面以外的空间，由空腔内的电荷和内表面上的电荷产生的
总电场是处处为零的。这个结论我们将在下一节学习完静电场唯一性定理之后很简单就能证明。
由于这个现象，我们很容易知道，如果空腔内的电荷 Q 位置发生移动，那么导体外表面的电荷
分布以及导体外的电场是完全不受影响的。因此，带空腔的导体壳同样也可以屏蔽其空腔内的
电荷对外界的影响，同样起到了一个静电屏蔽的作用。

不过，需要指出的是，由于电荷守恒，在本例题中，如果导体原本不带电，那么由于导体内
部电荷 Q 的存在，导体的外表面会有相应的数量为 Q 的电荷分布，这种情况下在导体外是存
在电场的，只不过，由于上面提到的静电屏蔽，导体外的电场不会因为空腔内部电荷 Q 的位置
的改变而改变，但是会因为 Q 的大小的改变而改变。为了彻底消除空腔内不电荷对导体外的空
间的影响，可以将导体接地，这样导体外表面就不会因为电荷守恒而带数量为 Q 的电荷（导体
外表面的电荷跑到大地里去了），由于这个时候导体电势为零，在没有外场的情况下导体外表面
无电荷，导体外的空间也无电场，且完全不受空腔内部电荷 Q 的大小和位置的影响。
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3.3 静电场唯一性定理

上一节提到，对于一般情况而言，当静电场中出现导体时，要想直接求解获得导体中的电
荷分布是很难做到的，而没有了电荷分布就无法从库仑定律出发求解电场，这个时候，我们往
往只能像例3.2那样依靠经验或者通过计算机循环验证来猜测电荷或电场分布，本节需要回答的
一个问题，是我们如何来验证我们的猜测是正确的，或者说如何确保我们通过猜测求解出来的
电场就是唯一解。

首先让我们回到我们需要求解的问题本身，如果没有导体，在给定空间电荷分布的情况下，
静电场的问题就是在给定边界条件下求解泊松方程：

∇2U = −ρe

ε0
(3.31)

例如，在 U(∞) = 0 的边界条件下，上述泊松方程的解为：

U(r⃗) = 1
4πε0

˚
V0

ρ(r⃗0)
|r⃗ − r⃗0|

dV0 (3.32)

当存在导体时，上式必须加上导体中的电荷，而导体中的
电荷分布往往是未知而且与空间电场分布有关的，这是问题
的难点所在。为了求解这个问题，我们让导体将整个空间划分
成除导体以外的若干个区域，而我们关心的，就是这些若干个
区域内部的电场求解，在除掉导体之后，这些区域的电荷分布
是已知的，而这些区域的边界就是由一个个导体组成的导体
表面（包括内表面和外表面）。比如，如右图所示的带空腔的
导体将整个空间分成了两个区域：

1. 区域 A：已知其中电荷分布 ρe(A)；边界是导体的内表面。

2. 区域 B：已知其中的电荷分布 ρe(B)；边界是导体的外表面和无穷远。

在定义了区域之后，我们的问题是，在牵涉到导体作为区域的边界之一时，我们需要给出
什么样的边界条件，就能唯一确定在这个区域内的电场呢？换句话说，在牵涉到导体作为边界
时，如果我们前面说的“猜测”出了某个满足区域内电荷分布和其他边界条件的电场解，我们
的解满足了导体作为边界的什么条件就能确定这个解是唯一解呢？

为了寻找这样一个关于由导体表面组成的边界的边界条件，我们不妨假设，在某个区域，有
两个电势（或电场）解符合这个区域内的电荷分布 ρe(r⃗)（即泊松方程），设这两个解为 U1(r⃗)
和 U2(r⃗)：

∇2U1 = −ρe

ε0
, ∇2U2 = −ρe

ε0
(3.33)

并且 U1(r⃗) 和 U2(r⃗) 都同时满足区域边界上的“某个”边界条件。那么，由叠加原理，可以定
义一个新的电势（及与之对应的电场），U(r⃗) = U1(r⃗) − U2(r⃗)，则由上述泊松方程，我们知道
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在该区域内，U(r⃗) 满足：
∇2U = 0 (3.34)

即 U(r⃗) 对应的场，是由该区域内没有电荷分布的“假想情况”产生的。如果上面我们说的“某
个”边界条件会让区域内的电场唯一确定，那么我们必须要求在 U1(r⃗) 和 U2(r⃗) 都同时满足区
域边界上的“某个”边界条件时，会推出在整个区域内 U1(r⃗) 和 U2(r⃗) 都完全相同（或相差一
个常数）才行，也就是 U(r⃗) 在这个区域内要处处为零（或者为常数）。

现在的问题变成了，在一个没有电荷分布的区域这样一个“假想情况”中，什么样的边界会
使得这个区域内部 U(r⃗) 处处为零呢？一个很显然的特征就是，如果 U(r⃗) 在某个区域内处处为
零，那么这个区域内肯定没有电场，否则的话如果存在电场线那么电场线上任意两点的电势肯
定不一样，就不可能 U(r⃗) 处处为零。这句话反过来讲同样也是成立的，即如果电场处处为零，
那么电势也处处为零（或者为常数）。

现在的问题又进一步变成了，在区域内部处处没有电荷的情况下，什么样的边界条件，会
使得这个区域内部的电场处处为零呢？我们不妨先反过来问一下，如果电场处处为零，那么边
界会是什么样子的呢？至少有下面一些特征：

1. 边界肯定电势处处为零（或等势），因为从边界的任意一点 A 经过区域到达 B 的这条路
径上没有电场

2. 边界上肯定没有面电荷，否则的话导体表面的面电荷会在区域内部靠近面电荷的地方产生
大小为 σe/ε0 的电场。

那么，我们现在把逻辑反过来，也就是，在区域内处处没有电荷的情况下，如果边界上电势处处
相等，或者边界上处处无面电荷，那么区域内电场是否处处为零呢？答案是肯定的，理由如下：

1. 已知边界上电势处处为零（或等势）：如果此时区域内存在非零电场，由于电场线又只能
从有电荷的地方产生，而区域内部处处本身没有电荷，那么电场线只能从边界上的一点 A

穿过区域跑到边界上的另一点 B，这种情况下 A 的电势必然大于 B，因此在边界处处等
势的情况下区域内不可能有非零电场。注意这个边界条件对所有边界都适用，不要求边界
是由导体表面组成的。

2. 已知边界是由等势面组成（如导体表面）且边界上处处无面电荷（或者组成边界的导体总
面电荷为零）：如果此时区域内存在非零电场，与上一个分析相同，这个电场线只能从边
界上的一点 A 穿过区域跑到边界上的另一点 B，而由于边界是由等势面组成，因此 A 和
B 必然属于两个的等势面（如两个不同的导体的表面），且 A 所属的导体电势大于 B 所
属的导体，也就是说组成这个区域的边界的各个导体电势不是完全相同，那必然存在电势
最大的那个导体，设为导体 1，则在这个区域内，所有的电场线必然是从导体 1 出发，指
向其他导体，也就是说导体 1 表面只有正电荷而没有负电荷，这与区域的边界上上处处无
面电荷（或者组成边界的导体总面电荷为零）矛盾。

让我们来总结一下我们上面的分析过程，我们证明，在一个电荷处处为零的区域内，如果
已知区域的边界上电势处处为零，或者边界上处处没有面电荷（或者组成边界的导体总面电荷
为零），那么这个区域内的电场必定处处为零，或者说电势处处相等。据于此，我们知道，对于
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我们上面通过叠加原理定义的 U(r⃗) = U1(r⃗) − U2(r⃗)，如果产生的区域 U(r⃗) 处处无电荷，且已
知边界上 U(r⃗) 处处为零或者边界上处处无面电荷（或者组成边界的导体总面电荷为零），那么
U(r⃗) 在整个区域必定处处为零，也就是说：如果对于给定电荷分布的一个区域，如果存在两个
解 U1(r⃗) 和 U2(r⃗)，这两个解都满足区域内的泊松方程（即满足电荷分布），且 U1(r⃗) 和 U2(r⃗)
都满足如下任意一个边界条件：

1. 给定边界上的电势

2. 给定边界上的面电荷分布（或者组成边界的导体的总面电荷）

那么，U1(r⃗) 和 U2(r⃗) 在这个区域内必然处处相等（或相差一个常数），而这，就是静电场的唯
一性定理：

定理 3.1 静电场的唯一性定理
设在给定的区域内电荷分布确定，则给定下列边界条件之一，区域内的静电场的解就是
唯一的：

1. 给定边界上的电势分布；

2. 已知各边界面为等势面（如导体表面），且给定边界面上电势梯度分布 ∂U
∂n 或者电

荷面密度分布 σe，或者如果某个边界面是导体的表面的情况下给定导体的表面电
荷总数 Q；

3. 一部分边界按 1 给出，另一部分边界按 2 给出。

利用唯一性定理，我们便能更加容易理解上一节中讲到的静电屏蔽现象。比如，对于一个
存在空腔的导体：

1. 对于空腔内部这个区域，其边界是导体的内表面，在区域内的电荷分布给定的情况下，由
高斯定理可以确定导体内表面的总电荷，也就是给定了上述唯一性定理的第 2 个边界条
件，由唯一性定理，此时空腔内的电场就唯一确定了，空腔内表面以外的任何电荷/外加
电场都不会影响空腔内部这个区域的边界条件，因此空腔内部的电场不受外面的影响，从
而达到了屏蔽外界电场对空腔内的影响的作用。

2. 对于导体外部这个区域，其边界是导体的外表面和无穷远处，其中无穷远处这个边界的边
界条件由电势为零给出，而导体外表面的边界条件取决于导体球是否接地：如果导体球不
接地，那么导体外表面的总电荷是这个边界的边界条件，此时只要空腔内部的总电荷数量
不变，那么无论空腔内部电荷位置分布发生怎样的变化都不会影响这个边界条件，由唯一
性定理，导体外面这个区域的电场都不发生改变；如果导体球接地，那么导体外表面的电
势为零是这个边界的边界条件，此时无论导体内部电荷总数或者电荷分布发生怎样的变化
都不会影响这个边界条件，导体外面这个区域的电场都不会发生改变，从而达到了屏蔽空
腔内部电场对导体外的影响的作用。
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3.4 电镜像法

对于空间中的某个区域，若这个区域的边界是导体的表面，那么由于导体表面是个等势面，
对该区域的电场的求解问题就变成了求解一个电场，使得它在区域内有电荷的地方满足泊松方
程、同时电场在给定的特定形状的边界是个等势面。只要我们能够找到这样一个电场，那么由
唯一性定理，我们找到的这个电场就是唯一解。现实世界中，导体的表面形状千奇百怪，要想
找到一个具有特定形状的等势面的电场不是一件简单的工作，但是对于一些特殊形状的等势面，
我们可以利用在第二章中已经求解过的一些带电体系的等势面的特征来进行猜测。比如，下面
这样一个简单例子：

例 3.5
如图，点电荷 q 位于 x = a 处，在 x = 0 的平面上有一块无穷

大的接地导体平板，求：

1. x > 0 的空间各处的电场强度。

2. 导体平板上各处的面电荷密度及总电荷。

解:

1. 这里我们关心的区域，是 x > 0 的所有三维空间，也就是从导体平板到无穷远处。这个
区域由导体平板和无穷远处作为边界，边界上电势处处为零。现在我们需要找的，是从点电荷 q

发出的一个电场，使得电场在 x = 0 处电势为零。如果我们回想一下在第二章计算过的带电体
系的电场，去寻找存在一个等势面为平面的情况，会发现电偶极子的中垂面刚好是一个等势面。
如下面的左图，假如在 x = −a 处有一个电荷为 −q 的电荷，并且我们把 x = 0 处的导体平面
去掉，那么由 −q 和 q 这对电荷产生的电场 E⃗ 为：

E⃗(r⃗) = 1
4πε0

(
q(r⃗ − a⃗)
|r⃗ − a⃗|3

− q(r⃗ + a⃗)
|r⃗ + a⃗|3

)
(3.35)

其中，a⃗ = (a, 0, 0)。我们注意到，这样一个电场，她在 x = 0 处刚好是一个等势面且 U = 0
（无穷远处为电势零点）。也就是说，下面左图中的电场，在 x > 0 这个区域，完全满足右图中

x > 0 区域的电荷分布，而且满足其边界条件（即 x = 0 是等势面且与无穷远处电势相等）。

因此，我们上面通过猜测得到的电场分布（即3.35式），对于题目中所求的 x > 0 这个区域，满
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足了其给定的电荷分布和边界条件，由唯一性定理，我们找到的这个电场分布，就是这个区域
的唯一解。

2. 下面我们求导体平面上的面电荷密度。由3.8式可知，导体平面上任意一点 r⃗ 的面电荷密
度为：

σe(r⃗) = ε0E

∣∣∣∣
x=0

= ε0
1

4πε0

( −2q

r2 + a2
a√

r2 + a2

)
= −qa

2π(r2 + a2)3/2 (3.36)

总电荷为：

Q =
ˆ

σedS =
ˆ ∞

0

−qa

2π(r2 + a2)3/2 2πrdr = −qa
1√

r2 + a2

∣∣∣∣∞
0

= −q (3.37)

通过上面这个例子我们可以看到，我们通过联想到已知的带电体系的等势面的形状，来给
我们感兴趣的区域内的电荷匹配一个（或多个）额外的电荷（我们称之为“镜像电荷”），这些
镜像电荷的引入，最终使得：

1. 不改变区域内的电荷分布（即镜像电荷位置不在我们感兴趣的区域内）；

2. 镜像电荷与区域内的电荷组成的带电体系产生的电场的等势面，与区域的导体边界的形状
和位置完全重合，且电势等于导体边界的电势

通过这种方法引入镜像电荷之后，我们计算得出的镜像电荷与区域内的电荷组成的带电体系产
生的电场，满足了该区域内的唯一性定理的条件，也就是说，我们为该区域的电场找到了一个
解，且这个解是唯一解。我们把这种求解有导体存在时的电场分布的方法，称为电镜像法。这
种方法的本质，是借用一个待求解区域之外的一个镜像电荷，来代替区域边界上导体表面的未
知电荷对区域内电场的影响，其理论依据便是上一节学习的静电场的唯一性定理。只要引入的
镜像电荷不改变待求解区域内的电荷分布，且引入镜像电荷之后能满足带求解区域的边界条件，
那就能通过这个方法求解出电场。

关于上面这个例题，我们不妨再来想象另一个情形，假如有一个无限大的导体板曲面，其
形状和位置如下面的右图所示，我们将该导体板曲面接上一个直流电源使得其电势相对无穷远
（或大地）是 1V，并且该导体板的形状和位置与下面的左图中电偶极子产生的电场的 1V 的等
势面的形状和位置完全一样，那么在这种情况下，我们依然可以使用位于 x = −a 处的电荷 −q

来代替导体板上的电荷对其右侧区域的电场的贡献。
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例 3.6

同上述例3.5，但是导体板不接地，且净电荷为零，请分析导体板两侧电荷分布情况。

解:

若导体板不接地，为了使导体板所在的平面处于等势面，依然需要如上述例题中求得的感
应负电荷：

σe(r⃗) = −qa

2π(r2 + a2)3/2 (3.38)

其总量为 −q，且这些感应负电荷分布在导体板靠近 q 的一侧，这些感应负电荷与 q 形成的带
电体系产生的电场在导体板上电势为零。

但是，由于导体板不接地且净电荷为零，所以必然有另外总量为 q 的正电荷分布在导体板
两侧。这些正电荷在导体板接地时会被“排斥”到大地中去；在导体板不接地时，正电荷的分布
应该使得正电荷产生的电场在导体内部是个等势体，很显然这要求正电荷在导体板两侧对称分
布，且由于导体外面的电荷 q 的排斥作用，导体板上的正电荷面密度应该是中间小外围大，此
时，若导体板面积无限大，正电荷的面电荷密度趋近于零。

因而，若导体板不接地且净电荷为零，其两侧面电荷分布将如下图所示，其等价于上一例
题求解得出的右侧的负电荷分布，加上左右对称的正电荷分布。

通过上面的例子我们也可以看出，只有极特殊的情况（特殊的边界形状和电势值），我们才
能找到镜像电荷来代替导体板上的电荷对电场的贡献。有时候我们往往是先知道了某些带电体
系产生的电场的等势面是什么形状，才会反过来联想到对于某些形状的导体我们能够采用相应
的镜像电荷使用电镜像法进行求解。比如，在上一章的习题2.7中，我们曾经证明过，两个符号
相反、电荷量绝对值不相等的电荷组成的系统，它们的电势为零的等势面是一个球面，且球面
刚好将两个电荷隔开（一个在球内，一个在球外）。利用这一个结论，我们便能够对点电荷附近
放一个球形导体的情况使用电镜像法进行求解：
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例 3.7
如图，在一个半径为 R 的接地导体球外距离球心为 a 的

地方有一个点电荷 Q，求导体球外的电场。

1. 求导体球外的电场；

2. 求导体球面的面电荷密度和总电荷；

3. 若导体球不接地且总电荷为零，球外电场、球面电荷又
如何分布？

解:
1. 上文提到，两个符号相反、电荷量绝对值不相等的电荷

系统的电势为零的等势面是一个球面，为此，我们取一镜像电
荷 q，如右图所示，设它位于球心与 Q 的连线上且与球心的
距离为 b，则由 Q 和 q 产生的电场在 P 点的电势为：

U = 1
4πε0

(
Q

ra
+ q

rb

)
(3.39)

其中，ra, rb 分别为 P 到 Q, q 的距离。令 U = 0，得：

Q

ra
+ q

rb
= 0 (3.40)

将任意两个特殊点代入上式（如 P 位于 x 轴上的两个点），可得：

Q

a − R
+ q

R − b
= 0 (3.41)

Q

a + R
+ q

R + b
= 0 (3.42)

解得：

b = R2

a
, q = −R

a
Q (3.43)

事实上，将上述 b, q 的值代入 U = 0 的等势面的表达式（3.40式），可得：

Q√
(x − a)2 + y2 + z2 − R

a

Q√
(x − b)2 + y2 + z2 = 0

⇒ a
√

(x − b)2 + y2 + z2 = R
√

(x − a)2 + y2 + z2

⇒ a2
[
(x − b)2 + y2 + z2

]
= R2

[
(x − a)2 + y2 + z2

]
⇒ (a2 − R2)(x2 + y2 + z2) − R2(a2 − R2) = 0

⇒ x2 + y2 + z2 = R2

也就是说，我们已经得到，由3.43式定义的镜像电荷和 Q 组成的电荷系统产生的 U = 0 的等势
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面是一个以原点为球心，半径为 R 的球面。

导体外任意一点 P 的电场为：

E⃗ = Q

4πε0

(
r⃗a

|r⃗a|3
− R

a

r⃗b

|r⃗b|3
)

(3.44)

其中 r⃗a, r⃗b 分别是 Q, q 到 P 的位移矢量。

2. 导体球面面电荷密度为：

σe(r⃗) = −ε0
∂U

∂n

∣∣∣∣
r=R

= −ε0
∂U

∂r

∣∣∣∣
r=R

(3.45)

其中，电势 U 在球坐标系中的表达式为：

U(r⃗) = 1
4πε0

(
Q

ra
+ q

rb

)
= 1

4πε0

(
Q√

r2 + a2 − 2ar cos θ
− R

a

Q√
r2 + b2 − 2br cos θ

)
(3.46)

因此，

σe(r⃗) = −ε0
∂U

∂r

∣∣∣∣
r=R

= − Q

4π

(
− R − a cos θ

(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2 + R

a

R − b cos θ

(R2 + b2 − 2bR cos θ)3/2

)
= − Q

4π

(
− R − a cos θ

(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2 + R

a

R − (R2/a) cos θ

(R2 + (R2/a)2 − 2(R2/a)R cos θ)3/2

)
= − Q

4π

(
− R − a cos θ

(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2 + R

a

R − (R2/a) cos θ

(R2/a2)3/2(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2

)
= − Q(a2 − R2)

4πR(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2 (3.47)

总电荷为：

qe =
ˆ

σedS

=
ˆ π

0
− Q(a2 − R2)

4πR(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2 2πR2 sin θdθ

= Q(a2 − R2)
2a

1√
R2 + a2 − 2aR cos θ

∣∣∣∣π
0

= −R

a
Q (3.48)

当然，计算球面总电荷时，也可以利用球心处电势为零来计算，注意到球面上的电荷在球心产
生的电势与电荷具体在球面上何处无关，所以球心处的总电势为：

0 = UO = Q

4πε0a
+ qe

4πε0R
(3.49)



80 第三章 有导体时的静电场

可得：
qe = −R

a
Q (3.50)

3. 若导体球不接地且总电荷为零，此时导体球面仍然为一个等势体，但是电势不一定为零。
此时，可以引入两个镜像电荷，其中一个是第 1 问中的位于 R2/a 处的负电荷 −R

a Q，另一个是
位于球心处的正电荷 R

a Q，注意到引入的负镜像电荷与 Q 产生的电场在球面是个等势面，而引
入的正镜像电荷产生的电场在球面仍然是个等势面，因此两个镜像电荷加上 Q 在球面产生的电
场依然是个等势面。此外，引入的负镜像电荷等价于总量为 −R

a Q的负电荷以3.47式的形式分布
在球面，而引入的正镜像电荷等价于总量为 R

a Q 的正电荷均匀分布在球面，球面上的总电荷刚
好为零，满足了唯一性定理的边界条件（给定导体的总电荷量），得到的解便是唯一解。

此时，球外电场分布为两个镜像电荷和 Q 三者产生的电场的叠加：

E⃗ = (E⃗− + E⃗Q) + E⃗+

= Q

4πε0

(
r⃗a

|r⃗a|3
− R

a

r⃗b

|r⃗b|3
)

+ RQr⃗

4πε0a|r⃗|3
(3.51)

球面的总面电荷分布等于负电荷分布和正电荷分布的叠加，如下图所示，

面电荷密度分布的具体值为：

σe(r⃗) = σe−(r⃗) + σe+(r⃗)

= − Q(a2 − R2)
4πR(R2 + a2 − 2aR cos θ)3/2 + Q

4πRa
(3.52)

习题

3.1: 如图，带电导体球 A 与带电导体球壳 B 同心，求：

1) 各表面电荷分布；

2) 导体球 A 的电势；

3) 如果将球 B 接地，求各表面电荷分布；

4) 将 B 的底线拆掉后，再将 A 接地时各表面电荷分布。
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3.2: 接地导体球壳内有一点电荷，球壳内表面半径为 R，点电荷离圆心距离为 a，求球壳内
电场分布。

3.3: 利用电镜像法，计算均匀电场中放置一导体圆球时圆球外的电场。（提示：利用两个相隔
无限远的点电荷在其中心点处产生的电场来模拟均匀电场）

3.4: 如图，在两个正交的无限大接地导体平板附近放置一点电荷 q，q 与
两个导体平面的距离分别是 a, b，求 q 所在的区域的电场分布，以
及两个导体平板上的面电荷分布。

3.5: 如图，在两个无限大接地的平行导体板中间放置一个点电荷 q，求 q

所在的区域的电场分布，以及两个导体平板上的面电荷分布。
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我们不妨再次回顾一下摩擦起电现象中，摩擦后带电的玻璃棒（或橡胶棒）能够吸引轻小
物体这一现象，实验中我们观察到，这类带电物体能够吸引的既包括能够导电的导体，也包括
不能导电的绝缘体。在上一章，我们已经学习了导体在静电场中的一些规律，通过上一章的学
习我们知道，当正电荷靠近导体时，由于导体中的载流子（自由电子）可以自由移动，导体中靠
近正电荷的一侧将会聚集负电荷，原理正电荷的一侧会聚集正电荷，因而导体和电荷之间会有
相互吸引力。通过上一章的学习，我们也知道，绝缘体中没有可以自由移动的载流子，当外界
电荷靠近绝缘体的时候绝缘体内部的电荷分布并不会自由的重新发生分配，那带电的玻璃棒或
者橡胶棒靠近绝缘体（比如碎纸片）的时候为什么能够吸引它们呢？

要想回答上面这个问题，我们本章将讨论绝缘体中的电荷分布在电场的作用下发生
局部微小改变的现象，也就是电介质的极化现象。我们会定义极化强度矢量这个量去定
量的表征这一现象，并且将极化强度矢量与我们可熟知的电荷密度、极化电荷产生的电
场等宏观可观测量进行联系，去定量的研究电介质的存在对电场的改变。为了更好的求
解有电介质存在时的电场分布，我们还会定义电位移矢量这一辅助物理量，使我们在一
些简单情况下能够应用我们所学习的高斯定理直接从自由电荷分布得出最终的电场分布，
跳过分析极化电荷产生的电场这一中间环节。由于电介质引入了极化面电荷，在之前的
章节中我们学习到面电荷的存在往往意味着电场的不连续性，因此我们还将学习在电介
质中的边值关系，从而给出完整的在整个区域求解电场的微分方程和边界条件。

4.1 电介质及其极化

在上一章的第3.1节我们了解到，对绝缘体而言，原子核外的所有电子都处在全部被占满的
价带及更低的能带中，而且价带与导带之间的间隙非常大，以至于室温下电子依靠热运动跳转
到导带的概率非常小，就算是高达 10−23 个量级的电子也没有 1 个电子会处在导带中。而由于
价带及更低的能带已经被占满，泡利不相容原理不允许电子离开它所属的能级跳转到相邻能级
中，电子被牢牢的固定在它所属的原子的轨道中，无法发生宏观移动，即绝缘体中没有自由电
子。

那么，如果我们把绝缘体放在外加电场中，绝缘体中的电子能否由于受到外加电场的作用
而脱离原子核从而产生宏观定向移动呢？答案是否定的，这是因为，电子受到来自原子核的强
大的电场力，这一来自原子核的电场往往远远大于一般实验室中能够制造的外加电场，因此在

83
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一般外加电场存在的情况下绝缘体中的电子依然不会发生宏观定向移动。比如，氢原子的半径
为 r ≈ 5.29 × 10−11m，因此原子核在电子轨道处的电场大小为：

E = k
e

r2 = 8.99 × 109 × 1.6 × 10−19

(5.29 × 10−11)2 V/m = 5.14 × 1011V/m (4.1)

这一数值远大于一般实验室中我们能够制造的外加电场（一般为小于 106V/m 量级，极少数极
端情况比如超快激光可以实现高于这个强度的电场）。因此，相比原子核产生的电场力，外加
电场对电子的作用力可以看做是很小的微扰，该作用力也只会轻微的改变电子在核外的运动轨
迹1。在这一微扰作用力下，绝缘体中的正电荷（即原子核）和负电荷（即核外电子）分布也将
发生轻微的改变：

1. 如果物质中的分子的原本的正电荷中心与负电荷中心是重合的，这种情况下分子本身没有
“电极性”，我们称之为无极分子，例如 CO2、CH4、O2 等分子。当无极分子受到来自外
加电场的微扰作用力时，分子中的正电荷中心和负电荷中心不再重合，而是会产生微小的
偏离，这种情况下原本的无极分子变成了一个电偶极子。在弱电场情况下，对于线性介质
（linear medium），单个分子产生的电偶极矩与外加电场存在线性关系：

p⃗ = α · E⃗ (4.2)

其中 α 是一个 3 × 3 矩阵，也叫分子极化率张量，它表征不同方向的电场分量对电偶极矩
分量的贡献：

α =


αxx αxy αxz

αyx αyy αyz

αzx αzy αzz

 (4.3)

对于非线性介质，电偶极矩不仅与电场的一次项有关，还与电场的高次项有关，这不在本
书的讨论范围之内。对于某些无极分子，不同方向的外加电场对分子的正负电荷的位移作
用是不一样的，比如 CO2 的三个原子在一个轴上，对于单个分子而言垂直于这个轴的电
场和平行于这个轴的电场对该分子的作用显然是不同的，上式的极化率张量就能够表征这
一各个方向不同的特征，我们说这类分子的极化系数不是各向同性的；只不过对于一般的
气态和液态 CO2，由于多个 CO2 分子的取向是完全随机的，所以宏观上它的极化系数是
各向同性的2。对于各向同性线性介质（isotropic medium），它的物理性质在各个方向上
都是相同的，这就要求上述极化率张量是一个常数（α）乘以一个单位矩阵，即：

p⃗ = αI · E⃗ = αE⃗ (4.4)

也就是说，对于各向同性线性介质，电偶极矩的方向与外加电场方向相同，且其大小正比
于外加电场的大小，我们把比例系数 α 称为分子的极化率。一般常见分子的极化率大多

1这里理解上需要注意的一点是，这个结论只是对绝缘体成立，因为绝缘体中的核外电子被紧紧的束缚在单个原
子内部，对电子来说它受到的束缚与单个孤立原子的情况是类似的；对于我们上一章学习的导体而言，导体中导带
中的电子不受单个原子核束缚，由于多个原子产生的未被填满的能带（即导带）使得它们可以在不同的原子之间自
由的移动，这与单个孤立原子的情况完全不同。

2对于有些特定晶体结构的固态 CO2，宏观上不同方向的电场对它的作用不一样，这种情况下宏观上 CO2 也不
是各向同性。
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在 10−40C · m2 · V−1 量级（有些特殊物质，如大分子或聚合物，极化率可以高多个量级），
因而对于例如 106V/m 量级的电场单个分子产生的电偶极矩约在 10−34C · m 量级。

对线性介质，由于每个分子的电偶极矩都与外加电场存在线性关系，如果外加电场是个均
匀场（或在宏观足够小微观足够大的区域是个均匀场），那么宏观上多个分子的电偶极矩
之和将变成：

N∑
i

p⃗i =
N∑
i

αiE⃗i =
( N∑

i

αi

)
E⃗ (4.5)

可知多个分子的电偶极矩之和仍然与外加电场存在线性关系，而且其值往往不为零，也就
是介质在外加电场中变成了宏观有极。如果介质中不同位置处的分子的极化率都相同，那
我们把这种介质称为均匀介质（uniform medium）。对于各向同性线性均匀介质（linear,
isotropic and uniform medium，本书后文也简称 LIU 介质），上式可以写成：

N∑
i

p⃗i =
( N∑

i

αi

)
E⃗ = NαE⃗ (4.6)

我们把这种由于外加电场的作用使得物质产生了宏观电偶极矩的现象称之为物质的极化，
对于由原本无极分子组成的物质，这一极化的原因是因为无极分子在外加电场的作用下正
负电荷中心发生了位移从而产生电偶极矩，我们把这种极化称为位移极化。

2. 如果物质中的分子原本的正电荷中心与负电荷中心就不重合，也就是分子本身就是一个电
偶极子，具有非零的固有电偶极矩，我们把这种分子称为有极分子，例如 H2O、CO、HCl
等分子。一般分子的固有电偶极矩大小约在 10−30C · m 量级（由分子的尺寸和正负电荷量
决定），比如水分子的固有电偶极矩约为 6.2 × 10−30C · m，这一数值一般远大于上文中提
到的无极分子由于外加电场导致的位移极化产生的电偶极矩。

虽然有极分子存在固有电偶极矩，但是对于大多数物质，在没有外加电场的情况下，热运
动会使得各个分子的电偶极矩方向杂乱无章，宏观上多个分子的电偶极矩之和为零，没有
产生宏观极化。当有极分子处于外加电场中时，分子的电偶极矩的方向会倾向于沿电场的
方向，只不过由于热运动，单个分子的电偶极矩不一定平行于外场3，只不过从宏观上来
讲，多个分子的电偶极矩的和（或者平均电偶极矩）此时不再是零，而是倾向于与电场方
向平行。此时，外加电场越大，平均电偶极矩也越大，此外，温度越低（热能越低），平均
电偶极矩也越大。通过热力学中学习的玻尔兹曼分布，我们可以知道电偶极矩与电场方向
不同夹角的概率，进而可以计算出有外场存在时分子的平均电偶极矩，对于本身电偶极矩
为 p⃗0 的有极分子，当外场为弱场时（p0E ≪ kBT），各向同性的线性介质中单个分子的
平均电偶极矩可以近似为：

p⃗平均 = p2
0E⃗

3kBT
(4.7)

由上述公式，可以计算出水在室温下在例如 106V/m量级的电场中单个分子的平均电偶极
矩约为 3 × 10−33C · m。

我们把这种由于外加电场的作用使得物质中的有极分子的电偶极矩的方向发生改变而趋

3注意这里跟无极分子的一个重要区别：对无极分子而言，热运动只会让整个分子产生平动和转动，不会改变整个
分子的电子云的形状，因此对无极分子而言在有外加电场时它产生的电偶极矩是不会由于热运动而发生随机改变的；
对有极分子，由于它的电偶极矩的来源是分子本身的正负电荷中心不重合，就算有外加电场，热运动也会使得分子
发生随机转动，从而随机改变电偶极矩的方向。
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向于外加电场方向，从而使物质产生了宏观电偶极矩的现象称为物质的取向极化。

需要指出的是，有极分子同样存在位移极化，即在外加电场的作用下，有极分子的正负电
荷中心会被进一步拉开，从而改变其电偶极矩；只不过，对于有极分子，由位移极化导致
的宏观电偶极矩一般要远小于由取向极化导致的宏观电偶极矩。以水为例，水的极化率为
1.45 × 10−40C · m2 · V−1，由此可以算出在 106V/m 量级的外加电场下位移极化导致的电
偶极矩为 1.45 × 10−34C · m，这一数值比上文中计算得出的同样电场下由取向极化导致的
宏观平均电偶极矩 3 × 10−33C · m 小约一个数量级。

当然，对于有些有极分子组成的物质，由于它们特殊的晶体结构，使得它们即使在没有外加
电场的情况下各个分子的电偶极矩也存在有规律的排列，其宏观电偶极矩也不为零，我们把这
类存在自发宏观极化特征的物体称为铁电体（Ferroelectric Materials），常见的铁电体有钛酸钡
（BaTiO3）等。在没有外加电场时，铁电体本身的极化电荷也会在其内部和外部产生电场（类似
于永久磁体自发产生磁场）。当有外加电场存在时，其宏观电偶极矩的方向也会发生改变，但不
是简单的线性关系，而且其宏观电偶极矩的值还具有“记忆”（跟 E⃗ 的变化历史有关），这一特
性也被称为迟滞现象。

为了直观的从宏观上理解电介质（即绝缘体）在电场中的极化现象及其带来的宏观可观测
量，我们可以如下图所示画出无极分子和有极分子在有无外加电场的情况下分子中正负电荷分
布的示意图。从这个示意图中我们可以看到，电介质在极化后，其内部可以看成一系列首尾相
连、排列较为整齐的电偶极子，这些排列整齐的电偶极子会产生的电场。与无外加电场时的情
况不同的是，在有外加电场时，这些电偶极子产生的电场相互叠加后不会完全相互抵消，而是
整体上趋向于与外加电场方向相反，我们把这种介质内部由于被外加电场极化而产生的电场称
为退极化场，退极化场在介质内部会部分抵消外加电场，但是又不会完全抵消外加电场，这一
点与上一章学习到的导体的行为是由区别的，因为导体上的电荷产生的电场会在导体内部会与
外加电场完全抵消。因此，在介质内部，依然存在非零的电场。通过下面这张示意图我们也容
易知道，被极化后的介质内部的电偶极子会改变介质内部和表面的电荷分布。而如何定量的来
计算这些电荷分布以及有介质存在时的电场分布，将是我们本章接下来要学习的内容。
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4.2 极化强度矢量 P⃗

定量计算有介质存在时的电场分布的关键在于计算极化产生的极化电荷的分布，下面我们
以介质表面的面电荷密度为例，来推导极化面电荷密度与极化产生的分子的电偶极矩的关系。

如图所示，假设在物质的一个足够小的表面 dS⃗ 内侧紧贴
表面有 N 个分子，每个分子的平均电偶极矩为 p⃗ = qL⃗ 且都
与 dS⃗ 的法向平行，则 dS⃗ 上的极化面电荷密度为：

σ′
e = Nq

dS
(4.8)

为了能将上式与分子的电偶极矩联系起来，我们可以在分子
分母都乘以 L：

σ′
e = Nq

dS
= NqL

dS · L
=

∣∣∣∣∑N
i=1 p⃗i

dV

∣∣∣∣ (4.9)

其中，
∑N

i=1 p⃗i 为体积微元 dV 内的分子的总电偶极矩，即上
式可以理解为，物质表面内侧单位体积内的电偶极矩的矢量
和的大小就等于该表面的极化面电荷密度。
若分子的电偶极矩 p⃗ 与 dS⃗ 的法向不平行，而是存在一

个如右图所示的非零的角度 θ，则 dV = dS · L cos θ，因而：

σ′
e = Nq

dS
= NqL

dS · L
=

∣∣∣∣∑N
i=1 p⃗i

dV

∣∣∣∣ cos θ (4.10)

如果我们将上式中单位体积内的电偶极矩的矢量和定义为一个新的矢量 P⃗：

P⃗ =
∑N

i=1 p⃗i

dV
(4.11)

其中 dV 为微观足够大（比分子尺度大很多），宏观足够小（比宏观尺度小很多）的一个体积元。
则物质表面的极化面电荷密度便可以写成：

σ′
e = P⃗ · n⃗ (4.12)

其中 n⃗ 为表面的法向矢量（从物质内部向外为正方向）。我们把上面定义的新的矢量 P⃗，称为
介质的极化强度矢量。由上式可知，极化强度矢量的量纲与面电荷密度的量纲相同，为 C/m2。

由上面定义的极化强度矢量，我们也可以推导出极化体电荷密度的表达式。对于任意一个
原本电中性的电介质，经过外加电场的极化之后，其表面总电荷为：

Q′
面 =

‹
S

σ′
edS =

‹
S

P⃗ · n⃗dS =
‹

S⃗
P⃗ · dS⃗ (4.13)
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由电荷守恒，介质内部的体电荷总数应该为上述总表面电荷的负数：

Q′
体 =

˚
V

ρ′
edV = −Q′

面 = −
‹

S⃗
P⃗ · dS⃗ (4.14)

由高斯定理（定理1.63），上式可以写成：
˚

V
ρ′

edV = −
‹

S⃗
P⃗ · dS⃗ = −

˚
V

∇ · P⃗ dV (4.15)

由于绝缘体介质内部没有电荷的宏观移动，因此上述电荷守恒对介质内任意一个闭合表面及其
围起来的体积都是成立的，也就是上式对任意体积 V 都成立，从而，我们可以得出，介质内部
的极化体电荷密度为：

ρ′
e = −∇ · P⃗ (4.16)

实际上，上面关于面电荷密度及体电荷密度与极化强度矢量的关系也可以通过直接叠加物
质中各个电偶极子产生的电场推导出来。由2.16式，一个中心点位于 r⃗′ 的电偶极子产生的电场
在远处 r⃗ 的电势为：

U(r⃗) = p⃗ · (r⃗ − r⃗′)
4πε0|r⃗ − r⃗′|3

(4.17)

因此，在 r⃗′ 附近一个大小为 dV ′ 的体积微元内所有电偶极子产生的电场在 r⃗ 处的电势为：

dU(r⃗) =
∑

i p⃗i · (r⃗ − r⃗′)
4πε0|r⃗ − r⃗′|3

(4.18)

由极化强度矢量的定义（4.11式），上式可写成：

dU(r⃗) = P⃗ · (r⃗ − r⃗′)dV ′

4πε0|r⃗ − r⃗′|3
(4.19)

因此，对任意一个体积为 V ′ 的电介质，其极化电荷产生的电场在 r⃗ 处的电势为：

U(r⃗) =
ˆ

dU(r⃗)

= 1
4πε0

˚
V ′

P⃗ · (r⃗ − r⃗′)dV ′

|r⃗ − r⃗′|3
(4.20)

我们注意到：

∇′
( 1

|r⃗ − r⃗′|

)
= r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
(4.21)

代入4.20式并利用散度的乘积法则（即：∇ · (ϕF⃗ ) = ϕ∇ · F⃗ + (∇ϕ) · F⃗，见习题1.13）以及高斯
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定理，可得：

U(r⃗) = 1
4πε0

˚
V ′

P⃗ · ∇′
( 1

|r⃗ − r⃗′|

)
dV ′

= 1
4πε0

˚
V ′

[
∇′ ·

(
P⃗

|r⃗ − r⃗′|

)
− ∇′ · P⃗

|r⃗ − r⃗′|

]
dV ′

= 1
4πε0

˚
V ′

∇′ ·
(

P⃗

|r⃗ − r⃗′|

)
dV ′ − 1

4πε0

˚
V ′

∇′ · P⃗

|r⃗ − r⃗′|
dV ′

= 1
4πε0

‹
S′

P⃗

|r⃗ − r⃗′|
· n⃗dS′ − 1

4πε0

˚
V ′

∇′ · P⃗

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ (4.22)

而对于任意一个体积为 V ′ 的电介质，其极化电荷产生的电场在 r⃗ 处的电势也等于极化面
电荷和极化体电荷产生的电场的电势的叠加，即：

U(r⃗) = 1
4πε0

‹
S′

σ′
e(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
dS′ + 1

4πε0

˚
V ′

ρ′
e(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ (4.23)

由 V ′ 的任意性，对比上述两式可知，极化面电荷密度和体电荷密度分别为:

σ′
e = P⃗ · n⃗, ρ′

e = −∇ · P⃗ (4.24)

由此，我们便通过新定义的极化强度矢量 P⃗ 这个量，将宏观层面的极化电荷分布与微观层
面的单个分子的电偶极矩联系起来。那我们如何确定介质中各处的极化强度矢量呢？从 P⃗ 的定
义我们知道，我们需要计算的是单位体积内所有电偶极矩的矢量和。而在上一节中我们学习到，
对于各向同性的线性介质，无论是有极分子还是无极分子，单个电偶极矩的（平均）电偶极矩
都是正比于电场的，而且比例系数是一个常数，这个常数只与物质本身的性质有关（不受电场
等因素影响）。而对于单个分子而言，它感受到的“电场”不仅包含外界施加给介质的电场，还
包括介质产生的极化电荷产生的电场，即这里的“电场”是总电场 E⃗。因此，对于各项同性的
线性介质，介质中某一点极化强度矢量 P⃗ 必然也正比于该点的总电场，且比例系数只与介质本
身的性质有关：

P⃗ = cE⃗ (4.25)

其中 c 为常数，其量纲为 C2/(N · m2)，与真空介电常数的量纲相同，因此，上式也可以写成：

P⃗ = χeε0E⃗ (4.26)

其中 χe 是一个无量纲的量，我们把它称为电极化率（electric susceptibility）。它是一个大于零
的正数，描述的是宏观物质在电场作用下的极化程度，其值越高，表示介质极化程度越高。对
于均匀介质，χe 处处相同；而对于不均匀介质，χe 会随着空间的变化而变化。
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例 4.1
如图所示，有一在 z 方向均匀极化的介质球，其内部极化强度

矢量为 P⃗，求球表面的极化面电荷密度 σ′
e 和球内个点的退极化场。

解:
球表面任意一点的极化面电荷密度为：

σ′
e = P⃗ · n⃗ = P cos θ (4.27)

其中，θ 是该点在球坐标系中的 θ 坐标值。可知该面电荷分布为余弦分布，在例3.2我们曾经
计算过，遵循余弦分布的球面面电荷其在球内产生的电场是个均匀场，因而我们可以直接套用
例3.2的计算结果，该例题中 σ = 3ε0E cos θ 的面电荷产生的均匀场的大小为 −E（负号表示沿
−z 方向）；因而本题中 σ′

e = P cos θ 的极化面电荷在球内产生的退极化场应为：

E⃗′ = − P⃗

3ε0
(4.28)

负号表示退极化场与极化强度矢量方向相反。

例 4.2
如图所示，有一个半径为 R 的非均匀极化介质球，已知其内

部的极化强度矢量大小处处相同，但是方向处处沿着 r̂ 方向，即：
P⃗ = P r̂，求极化面电荷密度 σ′

e 和体电荷密度 ρ′
e，以及极化电荷

在球内和球外产生的电场 E⃗′。

解:
球表面任意一点的极化面电荷密度为：

σ′
e = P⃗ · n⃗ = P (4.29)

球内部任意一点的极化体电荷密度为：

ρ′
e = −∇ · P⃗ = −P∇ · r̂ = −P

[ 1
r2

∂(r2 · 1)
∂r

]
= −2P

r
(4.30)

下面我们计算极化电荷产生的电场。由对称性，极化电荷产生的电场在同一半径 r 处大小应该
处处相等，且方向均与 r⃗ 方向平行。因此，选取半径为 r 的球面作为高斯面，由高斯定理可得：

E⃗(r⃗) = Q′

4πε0r2 (4.31)

其中 Q′ 为半径为 r 的球内所有极化电荷的总量：
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1. 当 r < R 时，

Q′ =
˚

ρ′
edV =

ˆ r

0
−2P

r
4πr2dr = −4πr2P ⇒ E⃗(r⃗) = − P⃗

ε0
(4.32)

2. 当 r > R 时，

Q′ = Q′
体 + Q′

面 = −4πR2P + 4πR2P = 0 ⇒ E⃗(r⃗) = 0 (4.33)

例 4.3
如图所示，两带电平板上的电荷在其内部产生的均匀电场为 E⃗0，现在

在其内部插入各向同性线性均匀电介质，已知电介质的电极化率为 χe，求
插入平板后：电介质表面的面电荷密度 σ′，极化强度矢量 P⃗，退极化场 E⃗′，
以及平板之间总电场 E⃗。

解:
如图所示，由极化面电荷与 P⃗ 的关系，可知介质右表面极化面电荷密

度为正，左表面极化面电荷密度为负，且：

σ′
+ = −σ′

− = P = σ′ (4.34)

由高斯定理易得出，该极化面电荷在介质内部产生的电场为：

E⃗′ = −σ′

ε0
= − P⃗

ε0
(4.35)

负号表示 E⃗′ 与 P⃗ 方向相反。由于外加电场 E⃗0 是均匀场，且介质为各向同性线性均匀介质，
因此 P⃗ 也是各处相等，因而介质内部极化体电荷密度 ρ′ = −∇ · P⃗ = 0。因此，上述 E⃗′ 便是所
有极化电荷产生的电场之和。根据极化强度矢量 P⃗ 与总电场之间的关系，可知介质内 P⃗ 为：

P⃗ = χeε0E⃗ = χeε0(E⃗0 + E⃗′) = χeε0(E⃗0 − P⃗

ε0
) (4.36)

求解上式可得：
P⃗ = χe

1 + χe
ε0E⃗0 (4.37)

因而有：

σ′ = P = χe

1 + χe
ε0E0 (4.38)

E⃗′ = − P⃗

ε0
= − χe

1 + χe
E⃗0 (4.39)

E⃗ = E⃗0 + E⃗′ = 1
1 + χe

E⃗0 (4.40)

由于 χe > 0，因而由上式结果可知，由于电介质的存在，平行板之间的总电场被减弱了，即



92 第四章 电介质

E < E0。

我们把 1 + χe 也称为介质的相对介电常数，记作 εr：

εr = 1 + χe (4.41)

则对于上述内部有介质的平行板电容器，其内部的电场为：

E⃗ = E⃗0
εr

(4.42)

而介质的相对介电常数与真空介电常数的乘积，也称为介质的介电常数，记作 ε

ε = εrε0 (4.43)

4.3 电位移矢量 D⃗

在上一节，我们通过引入极化强度矢量，将极化电荷分布与分子的电偶极矩联系了起来；而
极化强度矢量又由介质的性质和介质中的总电场决定，从而我们可以得到极化电荷分布与总电
场之间的关系。也就是说，如果我们知道介质中的总电场分布，我们便能知道介质中的极化电
荷分布；而介质中的总电场，既包括外加的电场，也包括极化电荷产生的电场，因此要想知道
介质中的总电场分布，又需要知道介质中的极化电荷分布。为了解决这一矛盾，我们往往需要
通过求解方程组来得到极化电荷分布和总电场分布，正如上一节中的例4.3那样。在这种情况下，
我们往往无法直接使用诸如静电场的高斯定理等直接求解电场，这是因为，当有电介质存在时，
高斯定理中的电荷，既包括自由电荷，也包括极化电荷：

∇ · E⃗ = ρ

ε0
= ρ0 + ρ′

ε0
(4.44)

而在一般问题中，上式中的极化电荷密度 ρ′ 往往是未知的，它由极化强度矢量决定：

ρ′ = −∇ · P⃗ (4.45)

而极化强度矢量 P⃗ 又跟介质的性质和总电场 E⃗ 相关，比如，对于各向同性线性介质，其关系
为：

P⃗ = χeε0E⃗ (4.46)

即：实际求解过程往往是联合求解诸如上述三个方程，存在一定的不方便。为了简化这一计算
过程，我们不妨尝试将4.45式代入4.44式：

∇ · E⃗ = ρ0 − ∇ · P⃗

ε0
(4.47)

对上式做如下变换：
∇ · (ε0E⃗ + P⃗ ) = ρ0 (4.48)
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假设我们定义一个新的辅助物理量：
D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (4.49)

那么4.48式便可以写成：

∇ · D⃗ = ρ0 (4.50)

也就是说，此时，我们可以通过系统的自由电荷分布，利用上述形式的高斯定理求解得出 D⃗

的分布（尤其是在具有某些对称性的情况下求解起来非常简单），而后我们便可以通过 D⃗ 的定义
求解得出系统的电场分布。通过这样一个辅助物理量的引入，我们某种程度上理清了有介质存
在时电场的求解步骤，即从系统已知的自由电荷分布出发，首先求解 D⃗，而后通过 D⃗ 与 E⃗ 的关
系求解电场 E⃗。我们把此处引入的新的辅助物理量 D⃗，称为电位移矢量（electric displacement），
而上面的4.50式，便是 D⃗ 的高斯定理的微分形式，其对应的积分形式为：

‹
S⃗

D⃗ · dS⃗ =
∑
in S⃗

q0 = Q0 (4.51)

其中 Q0 是闭合曲面 Q0 所包围的体积内的总自由电荷。

值得注意的是，由于电场 E⃗ 由自由电荷和极化电荷共同决定，而极化电荷又由极化强度矢
量 P⃗ 决定，所以通过4.49式定义的 D⃗ 虽然与 P⃗（即极化电荷）有关；但是 D⃗ 的散度（或者 D⃗

在闭合曲面的积分）则由于 E⃗ 和 P⃗ 的组合抵消了极化电荷的贡献，只与自由电荷密度（或闭
合曲面内总自由电荷）有关。

对于各向同性线性介质，D⃗ 和 E⃗ 的关系还可以进一步简化：

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ = ε0E⃗ + χeε0E⃗ = (1 + χe)ε0E⃗ = εrε0E⃗ = εE⃗ (4.52)

下面我们通过几个例题来展示电位移矢量的引入对于电介质中的静电场的求解带来的便利。

例 4.4
如图所示，一个半径为 R、带电量为 q 的金属球浸在（无穷大体积

的）介质油中，已知介质油为各向同性线性均匀介质，介电常数为 ε，
求：金属球外的总电场 E⃗ 分布，以及贴近金属球表面的油面上的极化
面电荷密度 σ′，以及油内的极化体电荷密度 ρ′。

解:

如图所示，在金属球外取一半径为 r、与金属球同心的球面 S，由对称性，球面 S 上各点
的电场 E⃗（及电位移矢量 D⃗）大小处处相等，且方向均与 r⃗ 方向平行，由 D⃗ 的高斯定理：

q =
‹

S
D⃗ · dS⃗ = 4πr2D (4.53)



94 第四章 电介质

得：
D⃗(r⃗) = q

4πr2 r̂ (4.54)

由于是各向同性线性介质，可知总电场强度为：

E⃗(r⃗) = D⃗

ε
= q

4πεr2 r̂ (4.55)

极化强度矢量 P⃗ 为：

P⃗ (r⃗) = χeε0E⃗ = (εr − 1)ε0E⃗ = (ε − ε0)E⃗ = q(ε − ε0)
4πεr2 r̂ (4.56)

贴近金属表面的油面上的极化面电荷密度为：

σ′ = P⃗ (R⃗) · n⃗ = P⃗ (R⃗) · (−r̂) = −q(ε − ε0)
4πεR2 (4.57)

油内的极化体电荷密度为（参见2.63式）：

ρ′ = −∇ · P⃗ = −q(ε − ε0)
4πε

∇ · r̂

r2 = −q(ε − ε0)
4πε

4πδ(r⃗) = −q(ε − ε0)
ε

δ(r⃗) (4.58)

由于油内 r > 0，因而 ρ′ = 0

例 4.5
如图所示，一个半径为 R 的各向同性线性均匀介质球，其球心处

有一个自由点电荷 q，求各处电场、介质球球面上的极化面电荷密度
σ′、以及介质内部极化体电荷密度 ρ′。

解:
如图所示，在取一半径为 r、与介质球同心的球面 S，由对称性及

D⃗ 的高斯定理：

q =
‹

S
D⃗ · dS⃗ = 4πr2D (4.59)

得：
D⃗(r⃗) = q

4πr2 r̂ (4.60)

由于是各向同性线性介质，可知总电场强度为：

E⃗(r⃗) =


D⃗
ε = q

4πεr2 r̂, r < R,

D⃗
ε0

= q
4πε0r2 r̂, r > R.

(4.61)

介质球内的极化强度矢量为：

P⃗ = (ε − ε0)E⃗ = q(ε − ε0)
4πεr2 r̂ (4.62)
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球面上的极化面电荷密度为：

σ′ = P⃗ · n⃗ = q(ε − ε0)
4πεR2 (4.63)

介质内部极化体电荷密度为（参见2.63式）：

ρ′ = −∇ · P⃗ = −q(ε − ε0)
4πε

∇ · r̂

r2 = −q(ε − ε0)
4πε

4πδ(r⃗) = −q(ε − ε0)
ε

δ(r⃗) (4.64)

4.4 电介质中静电场的边值关系

通过上一节电位移矢量的引入，我们得到了有介质存在时的求解静电场的微分方程及物质
方程：

∇ · D⃗ = ρ0 (4.65)

∇ × E⃗ = 0 (4.66)

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (4.67)

然而，要想在整个区域求解静电场，我们还需要知道每个区域的边界条件。而我们在第二章曾
经分析过，面电荷产生的电场在表面两侧是不连续的。因此，被极化后的电介质，由于极化面
电荷的产生，总电场在介质表面也是不连续的。下面，我们来分析 D⃗ 和 E⃗ 在介质表面两侧的
大小关系。

我们先来看一下电场强度 E⃗ 的边值关系。如下图所示，设在介质 1 和介质 2 的分界面某
点处，电场强度在分界面的法向和切向分量分别是 En1, Eτ1, En2, Eτ2。如下图所示跨过边界取
一个长为 l，高为 h 的闭合曲线 C，则由静电场的环路定理：

0 =
˛

C
E⃗ · dl⃗ = (Eτ1 − Eτ2)l + (En2 − En1)h (4.68)

上式对于任意闭合曲线都是成立的。要想研究电场在无限接近分界面的两侧的连续性情况，我
们可以将闭合曲线 C 的高 h 取成无限小，即 h → 0，则上式变成：

0 = (Eτ1 − Eτ2)l (4.69)

可知，
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Eτ1 = Eτ2 (4.70)

显然，由于极化面电荷的存在，En1 ̸= En2，且由第二章中的结论我们知道，假设在分界面
上总面电荷密度为 σ′ = σ0 + σ′

1 + σ′
2，其中 σ0 为总自由电荷面密度，σ′

1 和 σ′
2 分别为介质 1 和

2 中的极化面电荷面密度，则该面电荷将导致分界面两侧的法向电场相差值为（设上图中 E⃗ 方
向向上为正值）：

En1 − En2 = σ′

ε0
(4.71)

即：
ε0En1 − ε0En2 = σ′ = σ0 + σ′

1 + σ′
2 (4.72)

而由面电荷密度与极化强度矢量的关系，我们有（设上图中 P⃗ 方向向上为正）：

σ′
1 = −Pn1, σ′

2 = Pn2 (4.73)

代入4.72式，可得：
ε0En1 − ε0En2 = σ0 − Pn1 + Pn2 (4.74)

也即：
(ε0En1 + Pn1) − (ε0En2 + Pn2) = σ0 (4.75)

而上式左边括号中的两项，刚好是边界两侧的电位移矢量 D⃗ 的法向分量，即：

Dn1 − Dn2 = σ0 (4.76)

当然，上式关于 D⃗ 的边界关系也可以通过 D⃗ 的高斯定理更简单的得出：如下图所示，在
介质表面取一个底面为 ∆S（平行于介质表面）、高度为 h（无限小）的圆柱面：

则由高斯定理：
‹

S
D⃗ · dS⃗ = q0 (4.77)

⇒(Dn1 − Dn2)∆S = σ0∆S (4.78)

⇒Dn1 − Dn2 = σ0 (4.79)

当边界上没有自由电荷时，D⃗ 的边界关系变成：

Dn1 = Dn2 (4.80)
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此时，如果介质 1 和介质 2 均为各向同性线性介质，则上式可以进一步写成：

ε1En1 = ε2En2 ⇒ En1
En2

= ε2
ε1

(4.81)

结合4.70式，可得：
Eτ1/En1
Eτ2/En2

= ε1
ε2

⇒ tan θ1
tan θ2

= ε1
ε2

(4.82)

其中 θ1 和 θ2 分别是 E⃗1 和 E⃗2 与介质法向方向的夹角。虽然此处很容易让人联想到我们在光
学中以及本书后文将要学习的光（即电磁波）的折射定律，但是上式的关系与光的折射有本质
的区别。首先，静电场并不存在所谓的“折射”概念，因为静电场没有发生时间和空间的传播；
其次，光的折射定律中的夹角，是指光（即电磁波）的传播方向与法向的夹角，而上式中的夹角
是电场与法向的夹角，我们在后面的章节中会学习到，在电磁波中，电磁波的传播方向与电场
的方向是不同的。

习题

4.1: 一相对介电常数为 εr 的各向同性线性均匀介质球放置在一个均匀外场 E⃗0 中，求介质球
内的总电场强度。

4.2: 请证明：在各向同性线性均匀介质中，自由电荷体密度 ρ0 为零的地方其极化电荷体密
度 ρ′ 必然也为零。

4.3: 如图所示，一同轴电缆里面导体的半径是 R1，外面导电圆筒的内半径为 R3，两导体间
充满了两层各向同性线性均匀电介质，它们的分界面的半径是 R2，设内外两层电介质的相对
介电常量分别为 εr1 和 εr2。当内芯导线所带电荷的线密度为 λ0 时，请分别求各分界面上 (即
R1, R2, R3 处) 的总极化电荷面密度。
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第五章 静电场的能量、电容

在第2.6节学习电势的时候我们提到，电荷在电场中运动时，它受到的电场力会对电荷做功，
而能量守恒告诉我们这一做功必然意味着某种能量的减少，我们在第2.6节把这种能量定义为电
荷在静电场中的势能，也就是说，能量以某种形式被储存在了电场和电荷体系中。系统的理解
这一能量的本质，不仅有助于我们理解电场的基本性质，为本书后续章节学习电磁场中能量的
守恒、转换和流动打下基础，而且还将为我们设计和优化能量存储容器（如电容等）提供指导。

本章我们将用两种观点来理解静电能：一种是认为能量储存在电荷体系中，我们将推导
一般电荷体系的静电能的表达式；另一种是认为能量储存在电场中，我们将推导电场的
能量密度表达式，并证明这两种观点来理解静电能的等价性。在此基础上，我们将介绍电
容器这一常被用来储存静电能的容器，我们将认识电容器储存的能量与其储存的电荷之
间的关系，认识几种常见的电容器并学习如何计算它们的电容值。

5.1 电荷体系的能量

当电荷在电场中发生位移时，由于电荷受到电场的作用力，电场会对电荷做功，或者电荷
需要克服电场力做功。比如，对于一个由两个正电荷组成的体系，当我们让正电荷 q1 从无穷远
处开始靠近正电荷 q2 的时候，我们需要克服两个电荷之间相互排斥的库仑力做功，而所做的功
则被转化到了这两个电荷组成的体系的静电能中。

假设 q2 位于 Q 点，我们把 q1 从无穷远处搬运到 P 点，PQ 之间距离为 r，则搬运 q1 过
程中克服库仑力做的功为：

A1 = q1U21 = q1
q2

4πε0r
(5.1)

其中，U21 表示 q2 在 q1 处产生的电势。因此，这一过程中，这两个点电荷组成的电荷体系的静
电能的增加量为：

∆W = q1U21 = q1
q2

4πε0r
(5.2)

由于这里指的静电能，是电荷之间相互作用的结果，属于相互作用能；当两个电荷距离无限远
时，相互作用为零，相应的相互作用能也为零。因此，当 q1 和 q2 距离为 r 时，电荷体系的静
电能为：

W = q1U21 = q1
q2

4πε0r
(5.3)

99
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我们注意到，由于力的作用是相互的，固定 q2 在 Q 点、把 q1 从无穷远搬到 P 点克服电场力
做的功，与固定 q1 在 P 点、把 q2 从无穷远搬到 Q 点克服电场力做的功，是相等的，即：

q1U21 = q2U12 = q1q2
4πε0r

(5.4)

也就是说，对于两个点电荷组成的电荷体系，它们之间的相互作用能（静电能）也可以写成：

W = 1
2

(q1U21 + q2U12) (5.5)

那么，对于一般情况，有 n个点电荷组成的电荷体系，它们之间的相互作用能（静电能）又
是多少呢？为此，我们不妨把所有 n 个点电荷都放到无穷远处，使得它们之间的距离为无穷大，
则此时体系的静电能为零。而后，我们从 q1 开始，逐渐将 q1 移动到 r⃗1 处，而后将 q2 移动到
r⃗2 处，...，将 qn 移动到 r⃗n 处，在此过程中克服电场力所做的总功，便是最终这 n 个电荷组成
的电荷体系的静电能。而且由于力的作用是相互的，我们知道从无穷远处将这 n 个电荷逐一移
动到 r⃗1, r⃗2, ..., r⃗n 处克服电荷所需要做的功，与移动电荷的顺序是无关的，比如：

1. 首先，将 q1 移动到 r⃗1 处，q1 受到的电场力为 0，克服电场力做功为 0；

2. 其次，将 q2 移动到 r⃗2 处，q2 受到来自 q1 的电场力，克服电场力做功为 q2U12，其中 U12

表示电荷 q1 在 r⃗2 产生的电势；

3. 然后，将 q3 移动到 r⃗3 处，q3 受到来自 q1 和 q2 的电场力，由叠加原理，克服电场力做
功为 q3U13 + q3U23；

4. ...

5. 最后，将 qn 移动到 r⃗n 处，qn 受到来自 q1, q2, ..., qn−1 的电场力，克服电场力做功为∑n−1
i=1 qnUin；

将上述步骤所有做的功相加，可得该电荷体系的静电能为：

W = q2U12 + (q3U13 + q3U23) + ... +
n−1∑
i=1

qnUin (5.6)

与5.5类似，由力的作用是相互的，上式也可以写成：

W = 1
2

[
(q1U21 + q2U12) + (q1U31 + q2U32 + q3U13 + q3U23) + ... + (

n−1∑
i

qiUni +
n−1∑
i=1

qnUin)
]

= 1
2

n∑
i=1

qi

∑
j ̸=i

Uji = 1
2

n∑
i=1

qiUi (5.7)

其中，Ui 表示电荷体系除 qi 外所有其他电荷在 r⃗i 产生的电势。即，由 N 个点电荷组成的电荷
体系的静电能为：
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W = 1
2

n∑
i=1

qiUi (5.8)

对于连续分布的电荷体系，其静电能为：

W = 1
2

ˆ
Q

Udq = 1
2

˚
V

U(r⃗)ρ(r⃗)dV (5.9)

其中，U 为电荷元 dq （或体积元 dV）处的电势，上式的积分范围为带电体系的所有电荷 Q

（或全空间 V）。

例 5.1
一半径为 R，带电量为 Q 的均匀带电球体，求其静电能。

解:
如图所示，将带电球体分成多个同心薄球壳，设半径为 r 处的电势

为 U(r)，内外半径为 r 和 r + dr 的球壳所带电荷为 dq，则该带电球体
的静电能为：

W = 1
2

˚
V

U(r⃗)ρ(r⃗)dV (5.10)

下面我们来计算 U(r)：由例2.10，我们知道，该均匀带电球产生的电场为：

E⃗(r⃗) =


Qr

4πε0R3 r̂, r < R,

Q
4πε0r2 r̂, r ≥ R.

(5.11)

因此，球内部半径为 r 处的电势为：

U(r) =
ˆ R

r
E⃗ · dr⃗ +

ˆ ∞

R
E⃗ · dr⃗

=
ˆ R

r

Qr

4πε0R3 dr +
ˆ ∞

R

Q

4πε0r2 dr

= Q(R2 − r2)
8πε0R3 + Q

4πε0R

= Q

8πε0R3 (3R2 − r2) (5.12)

代入5.10式可得：

W = 1
2

ˆ R

0

Q

8πε0R3 (3R2 − r2) Q
4
3πR3 4πr2dr

= 3Q2

20πε0R
(5.13)
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5.2 静电场的能量

上一节中我们讨论的静电能，其本质是电荷之间的相互作用的能量，也就是说这里的静电
能存在的基础是电荷的存在，能量储存在了电荷体系中。这一观点，对于处理静电场是没有问
题的，但是，这种观点在我们本书后续章节要学习的随时间变化的电场以及电磁波的传播时会
失效，因为按照这种观点，在没有电荷的地方，是没有静电能的，因而能量自然也不会在没有
电荷的空间进行传播，而这与我们后面将要学习到的电磁波中存在能量的流动是矛盾的。

另一种更加普适的观点，是认为能量储存在电场本身中，即有电场的地方就有电场能，其
存在不依赖于电荷的存在与否，整个体系的总电场能等于全空间的电场的能量密度的积分。那
么，假如我们认为静电能储存在电场中，对于上一节我们分析的源自于带电体系之间的相互作
用的静电能，它所对应的电场的能量密度是怎样的形式呢？

我们不妨从5.9式出发，利用高斯定理 (ρ = ε0∇ · E⃗) 代替该式中的电荷密度 ρ，可得：

W = 1
2

˚
V

UρdV

= 1
2

˚
V

U(ε0∇ · E⃗)dV

= 1
2

ε0

˚
V

U∇ · E⃗dV (5.14)

利用散度的乘积法则（即：∇ · (UE⃗) = U∇ · E⃗ + (∇U) · E⃗）（见习题1.13），上式可写成：

W = 1
2

ε0

˚
V

∇ · (UE⃗)dV − 1
2

ε0

˚
V

(∇U) · E⃗dV (5.15)

利用高斯定理可以将上式的第一项写成面积分的形式：

W = 1
2

ε0

¨
S⃗

UE⃗ · dS⃗ − 1
2

ε0

˚
V

(∇U) · E⃗dV (5.16)

注意到上式积分的空间 V 是有电场存在的全空间，而 S⃗ 则是全空间对应的闭合曲面，当电荷
分布有界的时候，在 r → ∞ 时，

U(r) ∼ 1
r

, E(r) ∼ 1
r2 , S ∼ r2 ⇒

ˆ
S⃗

UE⃗ · dS⃗ ∼ 1
r

→ 0 (5.17)

因而，

W = −1
2

ε0

˚
V

(∇U) · E⃗dV = 1
2

ε0

˚
V

E⃗ · E⃗dV =
˚

V

1
2

ε0E2dV (5.18)

即：若我们认为静电能储存在电场中，那么系统的总静电能为：

W =
˚

V
wedV =

˚
V

1
2

ε0E2dV (5.19)

其中，we = 1
2ε0E2 为任意一点的电场能量密度。也就是说，电场强度越大的地方，能量密

度也越大，这与我们的直觉是相符的。
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例 5.2
一半径为 R，带电量为 Q 的均匀带电球体，利用电场能量密度求

其静电能。

解:
如图所示，任意一点电场的能量密度为：

we = 1
2

ε0E2 =


1
2ε0

(
Qr

4πε0R3

)2
, r < R,

1
2ε0

(
Q

4πε0r2

)2
, r ≥ R.

(5.20)

因此，总静电能为：

W =
˚

V
wedV

=
ˆ R

0

1
2

ε0

(
Qr

4πε0R3

)2
4πr2dr +

ˆ ∞

R

1
2

ε0

(
Q

4πε0r2

)2
4πr2dr

= Q2

8πε0

(ˆ R

0

r4

R6 dr +
ˆ ∞

R

1
r2 dr

)
= Q2

8πε0

( 1
5R

+ 1
R

)
= 3Q2

20πε0R
(5.21)

这与例5.1中通过 W = 1
2
˝

V UρdV 计算得到的结果是一致的。

需要指出的是，无论是上一节讨论的能量储存在电荷体系的观点、还是本节里讨论的电荷
储存在电场中的观点，我们分析的都是相互作用能。我们并没有考虑一个孤立点电荷的静电能
（也叫自能），或者把单个点电荷自身的静电能考虑到我们的静电能中，这是因为，讨论单个点
电荷的静电能没有任何实际意义，因为没有与之对应的做功或者相互作用力，自然也就不存在
功和能的转换。这一点，在5.8式中我们已经有所体现，即该式中的 Ui 是除 qi 以外的其他电荷
在 r⃗i 产生的电势。事实上，如果我们不去除 qi 本身在 r⃗i 产生的电势，我们会发现对于理想点
电荷（也就是体积无限小但是电荷有限大的电荷分布），其静电自能是无穷大的（其产生的电势
U 在其自身位置处为无穷大），或者说是发散的。

诸如点电荷这种带电体系静电自能为无穷大的本质原因，是因为点电荷这种理想带电体系
在其自身所在的位置产生的电势为无穷大。只有当电荷体系在其自身电荷存在的位置产生的电
势为有限值的时候，其静电自能才不会发散。例如，对于体电荷密度为 ρ的球体，我们在例5.1时
已经计算得出其电势在球内任意一点为有限值，因此，其静电自能不发散。事实上，在进行形如

W = 1
2

˚
V

U(r⃗)ρ(r⃗)dV (5.22)

的积分计算的时候，是否将电荷微元 ρ(r⃗)dV 自身产生的电势包含进 U(r⃗) 并不会影响 U(r⃗) 的
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计算结果，这是因为对于一个尺度为 δr 的电荷微元，其在自身处产生的电势为：

Uself ≈ δq

4πε0δr
∝ ρ(δr)3

4πε0δr
∝ (δr)2 (5.23)

当 δr → 0 的时候，Uself → 0，因而

Wself = 1
2

˚
V

Uselfρ(r⃗)dV = 0 (5.24)

同样的道理，对面电荷密度有限的面电荷体系，其静电自能也为零。而对于线电荷分布，其在
自身电荷存在的地方电势为无穷大，例如，对于长度为 L、线电荷密度为 λ 的线电荷，其中心
点的电势为：

U = 2
4πε0

ˆ L/2

0

λdx

x
= 2λ

4πε0
ln x

∣∣∣∣L/2

0
= ∞ (5.25)

因而线电荷体系的静电自能也是发散的。

那么，对于点电荷这种静电自能发散的带电体系，我们能否用静电能储存在电场中这个观
念得出的诸如5.19式来计算静电场的能量呢？很显然，对于孤立的点电荷，由5.19式计算得出的
静电能为：

W =
˚

V

1
2

ε0E2dV =
ˆ ∞

0

1
2

ε0

(
q

4πε0r2

)2
4πr2dr ∝

ˆ ∞

0

1
r2 dr = ∞ (5.26)

即得到的能量也是发散的，这便是该孤立点电荷的静电自能。对于多个点电荷，由5.19式计算得
出的静电能为：

W =
˚

V

1
2

ε0E⃗ · E⃗dV

= 1
2

ε0

˚
V

(
∑

i

E⃗i) · (
∑

i

E⃗i)dV

= 1
2

ε0

˚
V

( ∑
i

(E⃗i · E⃗i) +
∑

i

∑
j ̸=i

(E⃗i · E⃗j)
)

dV

=
∑

i

1
2

ε0

˚
V

E⃗i · E⃗idV +
∑

i

∑
j ̸=i

1
2

ε0

˚
V

E⃗i · E⃗jdV (5.27)

其中，E⃗i 表示电荷 qi 产生的电场。很显然，上式中的 1
2ε0
˝

V E⃗i · E⃗idV 项，是单个点电荷产
生的电场的静电自能，是发散的；那么，剩下的 ε0

˝
V E⃗i · E⃗jdV 项，是否就跟 qiUji 对应，是

电荷 qi 和 qj 之间的相互作用能呢？为了回答这个问题，我们不妨令：

W a
ij = qiUji = qiqj

4πε0|ri − rj |
(5.28)

W b
ij =
˚

V
ε0E⃗i · E⃗jdV (5.29)

下面，我们来证明，上述两种方法计算得出的相互作用能，是相等的，即 W a
ij = W b

ij。展开 W b
ij，
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可得：

W b
ij =
˚

V

qiqj

ε0

r⃗ − r⃗i

4πε0|r⃗ − r⃗i|3
· r⃗ − r⃗j

qiqj

ε0
|r⃗ − r⃗j |3

d3r⃗ (5.30)

令 a⃗ = r⃗i − r⃗j，â 为 a⃗ 的方向矢量，且令：

x⃗ = r⃗ − r⃗i

|r⃗i − r⃗j |
= r⃗ − r⃗i

a
(5.31)

则，
r⃗ − r⃗i = ax⃗, r⃗ − r⃗j = ax⃗ + r⃗i − r⃗j = ax⃗ + a⃗ = a(x⃗ + â) (5.32)

代入5.30式，可得

W b
ij =
˚

V

qiqj

ε0

ax⃗

4πε0a3|x⃗|3
· a(x⃗ + â)

4πε0a3|x⃗ + â|3
a3d3x⃗

= qiqj

16π2ε0a

˚
V

x⃗

x3 · x⃗ + â

|x⃗ + â|3
d3x⃗

= − qiqj

16π2ε0a

˚
V

x⃗

x3 · ∇ 1
|x⃗ + â|

d3x⃗

= qiqj

16π2ε0a

˚
V

(
− ∇ · x⃗

x3|x⃗ + â|
+ 1

|x⃗ + â|
∇ · x⃗

x3

)
d3x⃗

= − qiqj

16π2ε0a

¨
S⃗

x⃗

x3|x⃗ + â|
· dS⃗ + qiqj

16π2ε0a

˚
V

1
|x⃗ + â|

∇ · x⃗

x3 d3x⃗

= 0 + qiqj

16π2ε0a

˚
V

1
|x⃗ + â|

4πδ3(0)d3x⃗

= qiqj

16π2ε0a

4π

|0 + â|

= qiqj

4πε0a
= qiqj

4πε0|r⃗i − r⃗j |
(5.33)

即W a
ij = W b

ij。因此，使用电场能量密度计算多个点电荷组成的带电体系的静电能时，ε0
˝

V E⃗i ·
E⃗jdV 项对应的便是点电荷 qi 和 qj 之间的相互作用能。

所幸的是，诸如点电荷这种带电体系是一个理想的电荷分布，真实世界的电荷都有一定的
空间分布，其静电自能一般都为零，因而在使用诸如5.9式或者 5.19式计算静电场的能量的时候
我们一般都不必考虑是否要刻意去除静电自能。

5.3 有介质存在时的静电能

当带电体系既存在自由电荷，又存在极化电荷时，我们依然可以用类似5.1节通过计算搬运
电荷所做的功的办法来计算体系的静电能。此时，系统静电能为零的初始状态应该是所有自由
电荷都在无穷远处，且互相间隔无穷远，介质所在的位置不存在外加电场；而后我们逐渐将自
由电荷搬运到他们最终状态所属的位置。由能量守恒，我们整个过程搬运自由电荷所需要对自
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由电荷做的功，便是这个体系的静电能。只不过由于介质的存在，这些静电能可能有一部分储
存在了介质中的极化电荷与电场的相互作用中。与5.9式类似，我们可以写出整个体系的静电能
为：

W = 1
2

˚
V

ρ0(r⃗)U(r⃗)dV (5.34)

请注意，上式中的电荷密度 ρ0 是指系统中的自由电荷的密度，这是因为上面描述的电荷搬运
过程只有自由电荷参与了，整个体系的静电能的来源是我们克服静电力对这些自由电荷做的功。
整个过程中我们并没有主动的通过外力做功去搬运极化电荷，这些极化电荷只是被动的在来自
自由电荷的外加电场的作用下逐渐形成的，也就是说搬运自由电荷做的功有一部分转化到了极
化电荷中。另一方面，上式中的电势 U(r⃗) 是系统中的自由电荷和极化电荷产生的电势之和，这
是因为我们在搬运自由电荷的时候克服电场做的功既包括自由电荷产生的电场也包括极化电荷
产生的电场。

由上述5.34式，利用电位移矢量的高斯定理（ρ0 = ∇ · D⃗），并利用散度计算的乘积法则，可
得：

W = 1
2

˚
V

(∇ · D⃗)UdV

= 1
2

˚
V

(∇ · (UD⃗) − D⃗ · (∇U))dV

= 1
2

˚
V

∇ · (UD⃗)dV − 1
2

˚
V

D⃗ · (∇U)dV

= 1
2

‹
S⃗

UD⃗ · dS⃗ + 1
2

˚
V

D⃗ · E⃗dV

= lim
r→∞

r2

r3 + 1
2

˚
V

D⃗ · E⃗dV

= 1
2

˚
V

D⃗ · E⃗dV (5.35)

利用 D⃗ = ε0E⃗ + P⃗，上式也可以写成：

W = 1
2

˚
V

D⃗ · E⃗dV =
˚

V

1
2

ε0E2dV +
˚

V

1
2

P⃗ · E⃗dV (5.36)

相对应的，有介质的情况下静电场的能量密度为：

we = 1
2

D⃗ · E⃗ = 1
2

ε0E2 + 1
2

P⃗ · E⃗ (5.37)

上式中，第一项 1
2ε0E2 是纯电场的能量密度，储存在了电场本身之中；而第二项 1

2 P⃗ · E⃗ 储
存在了极化电荷中，我们把它称为极化能密度，其本质是极化电荷与电场之间的相互作用。由于
极化强度矢量 P⃗ 是单位体积的电偶极矩，所以 1

2 P⃗ · E⃗ 这一极化能密度也表明介质中单个电偶
极子 p⃗ 在电场中储存的极化能为 1

2 p⃗ · E⃗。而这一结论，也可以直接从在外场建立的过程中（即
前面说的逐渐搬运自由电荷的过程中，这一过程电场逐渐加大）电场对电偶极子做的功直接得
到：

以位移极化为例，如下图所示，假设 t 时刻，电偶极子间距为 l⃗，电场强度为 E⃗；到 t + dt
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时刻，电偶极子间距为 l⃗ + dl⃗，电场强度为 E⃗ + dE⃗。则 dt 这一时间段内，电场对电偶极子做
的功为：

dW = F⃗+ · dl⃗+ + F⃗− · dl⃗− (5.38)

其中，dl⃗+, dl⃗− 分别是 +q 和 −q 电荷在这一时间段内的位移，且 dl⃗+ − dl⃗− = dl⃗；F⃗+ =
qE⃗, F⃗− = −qE⃗ 分别为两个电荷受到的电场力。因此：

dW = qE⃗ · dl⃗+ − qE⃗ · dl⃗−

= qE⃗ · (dl⃗+ − dl⃗−)

= qE⃗ · dl⃗

= E⃗ · dp⃗ (5.39)

其中，dp⃗ = qdl⃗ 为 dt 时间段内电偶极矩的变化，由极化率的定义 p⃗ = αE⃗ 可知 dp⃗ = αdE⃗，因
此：

dW = αE⃗ · dE⃗ (5.40)

因此，在电场逐渐建立的过程中，电偶极子在外场中被极化获得的能量为：

W =
ˆ

dW =
ˆ

αE⃗ · dE⃗ = 1
2

αE⃗ · E⃗ = 1
2

p⃗ · E⃗ (5.41)

这便是介质中单个电偶极子在电场中由于极化所储存的静电能。

事实上，如果用能量储存在电荷体系中的观点来表示有介质存在时的静电能，与5.36式对应
的表达式为：

W =
˚

V

1
2

ρ0UdV =
˚

v

1
2

(ρ0 + ρ′)UdV +
˚

V

1
2

(−ρ′)UdV (5.42)

其中，ρ0, ρ′ 分别为自由电荷密度和极化电荷密度，U 为所有电荷产生的电势。也可以很容易
证明，上式的第一项和第二项分别对应的是纯电场的静电能和极化能。

5.4 电容

通过本章前面几节的学习我们知道，将电荷从各处分散的无穷远处搬运到特定位置建立一
个带电体系的过程，就是我们克服电场力做功将能量储存在电荷体系（或者电场中）的过程。由
本章第5.1节我们知道，克服电场力做的功，不仅取决于搬运电荷的数量，还取决于电荷最终所
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在位置的电势，电势越高，我们搬运单位电荷所需要做的功也就越多，也就是说搬运电荷的难度
也就越大。我们把能够储存电荷的容器称为电容器（capacitor），比如一个导体等。由库仑定律，
我们知道，一个电容器上的电势正比于上面的电荷的数量。为了表征将电荷搬运到容器上的难
易程度（或者说表征该容器储存电荷的能力），我们定义一个新的物理量，叫电容（capacitance），
它等于电容器上储存的电荷与该容器上的电势的比值：

C = Q

U
(5.43)

电容的单位为法拉（Farad），简称 F，1F = 1C/V。电容越大，表示搬运单位电荷到该电容器上
所需做功越少，或者说该电容器储存电荷的能力越强。反过来讲，对于相同的电势，电容越高，
电容器上储存的电荷也就越多，因而电容器储存的静电能也越多。

比如，对于一个半径为 R 的球形导体，我们知道该导体的电势与其电荷之间的关系为：

U = Q

4πε0R
(5.44)

因此，该导体的电容为：

C = Q

U
= 4πε0R (5.45)

很明显，导体半径越大，电容也越大，这是因为导体半径大的时候，同样数量的电荷可以更加
分散的分布在这个导体上，因而电荷之间的相互作用力便减少了，搬运电荷到导体上所需做的
功自然也减少了。

有时候，电容器并不是由单一的一块等势体（导体）组成的，比如平行板电容器是由两块平
行的等势体组成的，两块平板各储存了正负两种电荷。对于这种情况，我们把从其中一块等势
体上搬运电荷 Q 到另一块等势体上后会导致的两等势体之间的存在电势差 ∆U，我们把 Q 和
∆U 的比值定义为这种情况下的电容。比如，对于距离为 d、面积为 S、中间充满介电常数为 ε

的介质的平行板电容器，当两板上的自由电荷分别为 ±Q 的时候，两板之间的电势差为：

∆U = Ed = σ0
ε

d = Q

Sε
d (5.46)

因此，该平行板电容器的电容为：

C = Q

∆U
= Sε

d
(5.47)

可见，两板间的介质的 ε 越大，平行板电容器的电容也越大，其储存电荷的能力也越强。对于
相同的电压差，加了介质之后其储存的电荷也越多，因而储存的静电能也越多。

下面，我们再来计算一些典型的电容器的电容值。

例 5.3

计算单位长度的圆柱形导体（半径为 R）的电容。
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解:

设单位长度的圆柱体所带电荷为 λ，由高斯定理易知，圆柱体外距离轴线 r 处的电场为:

E = λ

2πε0r
(5.48)

因此，圆柱体上的电势为：

U =
ˆ ∞

R
Edr = λ

2πε0
ln R (5.49)

所以，单位长度的圆柱形导体的电容为：

C = λ

U
= 2πε0

ln R
(5.50)

例 5.4

求单位长度的同轴电缆的电容。已知电缆内芯导线的半径为 R1，外层导电圆筒的内径为
R2，中间填充了各向同性均匀电介质，介电常数为 ε。

解:

假设单位长度的内芯导线所带电荷为 λ，则由高斯定理可知，两层导体之间的电场强度为：

E = λ

2πε0r
(5.51)

因此，内芯导线和外层导电圆筒之间的电势差为：

∆U =
ˆ R2

R1

Edr = λ

2πε0
ln R2

R1
(5.52)

所以，单位长度的同轴电缆的电容为：

C = λ

∆U
= 2πε0

ln R2
R1

(5.53)

例 5.5

已知平行板电容器的电容为 C，求两板间电势差为 U 时电容器储存的能量。

解:

则给电容器充电的过程是将正电荷逐渐从负极搬运到正极的过程，在此过程中，两板之间
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的电势差逐渐增加，电源做的总功为：

W =
ˆ Q

0
udq =

ˆ Q

0

q

C
dq = Q2

2C
= 1

2
QU = 1

2
CU2 (5.54)

上述电源做的功，便是该电容器储存的能量。该值也与直接使用5.8式计算的结果是一致的。

实际工程中，电容器除了用来作为能量储存容器外，还被大量用于几乎所有的电路板和电
子设备上，作为传感器、显示设备、内存、运算单元、滤波电路元器件等被广泛应用。

习题

5.1: 求带电量为 Q、半径为 R 的均匀带电球面的静电能。

5.2: 在典型的现代 CMOS 技术节点（如 130nm 技术）中，栅极（gate）与沟道（channel）
组成了一个平行板电容器，它们之间的氧化物（oxide）绝缘层的厚度通常为 2nm 左右，其相对
介电常数通常在 3.9 左右。求每 µm2 的栅极和沟道之间的电容。

5.3: 使用球形导体制作 1F 的电容，需要导体球的半径是多大？

5.4: 假设平行板电容器之间的介质的介电常数为 1000，且假设我们可以通过使表面变粗糙等
办法是一个 cm 尺度的电容拥有 1m2 量级的有效表面积，求要想制作一个 1F 的电容，两极板
间的间距应该多大？

5.5: 如图所示，一同轴电缆里面导体的半径是 R1，外面导电圆筒的内半径为 R3，两导体间
充满了两层各向同性线性均匀电介质，它们的分界面的半径是 R2，设内外两层电介质的相对介
电常量分别为 εr1 和 εr2。求单位长度的电缆的电容。
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与电现象类似，人们对于磁现象的观察和利用的书面记载可以追溯到几千年前，但是直到
近两百年前，我们对于这一现象的本质依然知之甚少。打开这一黑暗领域大门的，是两百年前
丹麦物理学家奥斯特意外观察到的电流使磁针偏转的实验。也正是这一现象的观测，使我们人
类第一次将电现象和磁现象联系了起来，并在短时间内迅速引发了一系列对于这两种现象之间
联系的定量实验观测和理论总结，开启了现代电磁学的新篇章。

本章将从奥斯特的实验观测出发，介绍毕奥、萨伐尔等人如何通过定量实验总结出电流
产生磁场的实验规律，学习毕奥-萨伐尔定律这一静磁学中最基本的一个定律。在此定律
的基础上，我们将从数学上推导出磁场的散度、旋度，面积分、线积分等静磁场的基本定
理和方程。此外，我们还将类比静电场中的电势，引入跟磁场相关的一个矢量势这一概
念，并利用磁矢势来求解磁场。最后，我们将学习磁力这一与磁场相关的作用力，比如磁
场对电流的作用力、磁场对带电粒子的作用力，以及载流线圈在磁场中受到的力矩，并认
识磁偶极子及与之对应的磁偶极矩。

6.1 毕奥-萨伐尔定律

人们对于磁现象的认识，最早来源于自然界中存在的磁石以及磁石吸引铁的现象。早在战
国时期的《管子》一书（约公元前 4 世纪）中就写到：“上有慈石者，下有铜金”，这里的“铜
金”指的是金属矿藏，尤其是铁矿，所以这句话的意思便是如果地表有磁石（慈石），那么地下
可能有铁矿；在西方，公元前 6 世纪，希腊的哲学家泰勒斯（Thales of Miletu）也记载了磁石
吸引铁的现象。后来，中国在公元前 2 世纪的汉朝时期发明了指南针用来进行导航。

从这之后的近两千年的时间里，人们对磁现象的认识一直停留在磁石及磁石之间的相互作
用中。例如，人们发现磁石（或磁铁）有两极，且与电荷类似存在同极相斥、异极相吸的现象。
磁铁的两级分别被称为南极（S 极）和北极（N 极），S 极和 N 极总是在磁铁中成对存在，其
中在自由状态下能指向地球北方的一端叫 N 极，另一端叫 S 极。如果把地球看做一个巨大的磁
铁，那么这个磁铁的 N 极（也叫地磁 N 极）在地球南极附近，而地磁 S 极在地球北极附近。与
电场线类似，人们用磁感线（或者磁力线）表示磁场的大小和方向，磁感线从 N 极出发，指向
S 极。

此外，人们类比点电荷提出了点磁荷的概念，并根据实验观测得到的平方反比规律提出了
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点磁荷间相互作用的库仑定律：
F⃗ = k

qm1qm2
r2 r̂ (6.1)

其中，qm1, qm2 分别是两个磁极的强度，或者两个点磁荷的大小。只不过，迄今为止，我们人类
尚未在实验上观察到磁荷或者单独存在的某一磁极（也叫磁单极子，magnetic monopole），比
如，当我们把磁石切成两块的时候，每一块依然拥有两极。事实上，即使在近代物理框架内，磁
单极子依然有可能存在，而且即使到现在物理学界依然在继续寻找磁单极子；1931 年，英国物
理学家狄拉克从量子力学出发预言了磁单极子的存在，并且磁单极子的存在能够证明电荷的量
子化；遗憾的是，理论预言的磁单极子的质量远远大于当前人造加速器所能达到的能量，因此
人们只能寄希望于在宇宙线中继续寻找磁单极子。

虽然早期人们曾将磁现象和电现象进行过上述的类比，但是在 19 世纪之前，人们一直认
为电和磁是两个完全不同的现象，也没有实际观察到这两种现象之间存在本质联系的确凿证据。
这一现状在 1820 年被丹麦物理学家汉斯 · 克里斯蒂安 · 奥斯特（Hans Christian Ørsted）的一
次偶然的课堂演示实验中观察到的直流电流使磁针偏转的现象所打破，从此之后人们在短短几
十年之内便迅速建立起了对电和磁的统一理论。

下图是奥斯特的实验示意图，奥斯特在他于 1820 年 7 月 21 日写的《关于电冲击对磁针影
响的实验》（Experiments on the Effect of a Current of Electricity on the Magnetic Needle）一
文中详细描述了他的实验过程、观测结果以及推理和结论，其论文的主要内容有：

1. 电流使磁针偏转这一现象的确认：如上图所示，当通上了直流电流的导线位于磁针的正上
方，且电流的方向为南北方向（即与磁针方向平行）时，磁针的 N 极会向西偏转。

2. 影响偏转角度和方向的因素的研究：奥斯特发现，随着导线与磁针的距离的增加，磁针偏
转的角度会相应的减小；当导线位于磁针的下方时，磁针的偏转方向会发生改变（N 极向
东偏转）；当导线在水平方向向东或者向西整体移动时，磁针的偏转方向不会发生改变，只
是偏转角度发生了变化；此外，奥斯特还发现，在导线和磁针之间加入玻璃、金属、木材、
水、树脂、陶器、石头等物质并不会隔绝导线中的电流与磁针之间的相互作用力。

3. 对该作用力本质的解释：奥斯特根据这些观察提出了“电冲突”（conflict of electricity）的
概念，他认为实验中观察到的磁针偏转是来自电流产生的“电冲突”作用在物质的磁性粒
子上，而且通过上面这些实验观测他还总结出，电冲突不仅存在于导体中，而是广泛分布
在电流周围的空间中，而且还推断出这种“电冲突”是以圆形的方式发生的，也就是说这
是一种新型的横向作用力。

在奥斯特实验的启发下，欧洲各国的物理学家门迅速开始了大量的对于这种电流对磁针作
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用力的研究，其中，首次定量给出这种作用力的公式的，是法国物理学家让-巴蒂斯特 · 毕奥
（Jean-Baptiste Biot）和费利克斯 · 萨伐尔（Félix Savart）。

如右图 (a) 所示，毕奥和萨伐尔等人的目的，是定量的通过实验得出与
P 点相距为 r、夹角为 α 的电流元 Idl 对 P 点的磁针的作用力 dF 与
I, dl, r, α 之间的关系，即：

dF = dF (I, dl, r, α) (6.2)

而现实中，足够小的孤立电流元往往不容易获取而且其对磁针的作用力
也很微弱不容易测量。实际实验中我们能够测量的，往往是如右图 (b) 所示
的一段近似于无限长的直线载流导线对 P 点的磁针的作用力 F (I, r)。

那载流导线对磁针的作用力 F 具体是如何测量的呢？如右图 (c) 所示，
假设在磁针处，磁针的 N 极受到来自电流的力 F⃗ 方向向右，那么 S 极受到
的力则方向向左。若一开始磁针已经处于水平方向，那它将保持静止不动，
也就是说水平方向是磁针的平衡方向；如果一开始磁针的方向与水平方向有
一个小的夹角 θ，那么在力 F⃗ 的作用下，磁针将以水平方向为中心做周期
运动，其周期运动的微分方程可以写成：

M = Iθ̈ (6.3)

其中，I 为磁针围绕其转轴的转动惯量，M 是磁针受到的力矩，设磁针的长
度为 l，则：

(a)

(b)

(c)

M = −Fl sin θ ≈ −Flθ (6.4)

因此，
Iθ̈ + Flθ = 0 (6.5)

求解该方程，可得磁针周期运动的角频率为：

ω =

√
lF

I
(6.6)

测量该角频率，便可求出对应的磁针受到的来自导线的作用力：

F = I

l
ω2 (6.7)
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在解决了如何测量 F 的问题之后，我们再回到最初的那个问题，我们
如何从测量长直导线给磁针的力 F (I, r)，反推出电流元对磁针的力
dF (I, dl, r, α) 呢？显然，这里最起码还需要角度这个变量，为了研究这个变
量，毕奥和萨伐尔的做法是将无限长导线在其中间弯折。如右图所示，设弯
折后任意一个导线与转折点到 P 点之间连线的夹角是 α，毕奥和萨伐尔通
过控制变量法得到了这根弯折的导线对 P 点的磁针的作用力与 I, r, α 之间
的关系 F (I, r, α)：

1. 改变 I，可得到 F 与 I 之间的关系，结果为：F ∝ I

2. 改变 r，可得到 F 与 r 之间的关系，结果为：F ∝ 1
r

3. 改变 α，可得到 F 与 α 之间的关系，结果为：F ∝ tan α
2

综上，毕奥和萨伐尔的实验结果为：

F (I, r, α) = k
I

r
tan α

2
(6.8)

很显然，上面得到的弯折的导线对 P 点的磁针的作用力，可以分解成大小相等的上下两段
半无限长的导线对 P 点的磁针的作用力，也就是说，夹角为 α 的一个半无限长的导线对 P 点
的磁针的作用力也遵循6.8式的关系。

那么，得到了半无限长的导线产生的力 F (I, r, α) 后，我们如何进
一步推导出电流元 Idl 对 P 点的磁针产生的作用力 dF (I, dl, r, α) 呢？
如右图所示，我们不妨想象一下，给半无限长的导线加上一小段长度为
dl 的电流微元，则在加上这一小段电流微元之后，P 点的磁针受到的
力的变化（也即我们最终想求解的加上的这一小段电流元对 P 点的磁
针的作用力）为：

dF (I, dl, r, α) = F (I, r + dr, α + dα) − F (I, r, α)

= ∂F

∂r
dr + ∂F

∂α
dα

= ∂F

∂r

dr

dl
dl + ∂F

∂α

dα

dl
dl

=
(

∂F

∂r

dr

dl
+ ∂F

∂α

dα

dl

)
dl (6.9)

其中，我们可以通过图中的几何关系得到 dr
dl 和

dα
dl：

dl sin α = (r + dr) sin(dα) ≈ rdα ⇒ dα

dl
= sin α

r
(6.10)

dl cos α = r − (r + dr) cos(dα) ≈ −dr ⇒ dr

dl
= − cos α (6.11)
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带入6.9可得：

dF (I, dl, r, α) =
(

∂F

∂r

dr

dl
+ ∂F

∂α

dα

dl

)
dl

=
(

(−k
I

r2 tan α

2
)(− cos α) + (k I

2r

1
cos2 α

2
)(sin α

r
)
)

dl

= k
I

r2 (tan α

2
cos α + sin α

2 cos2 α
2

)dl

= k
I

r2 sin αdl (6.12)

上式便是毕奥和萨伐尔通过实验和数学推导得到的电流元 Idl 产生的磁场对 P 点处的磁针
的相互作用力的定量公式，通过该公式，便可以很容易通过积分求出任意形状的电流产生的磁
场对磁针的作用力。

如右图所示，写成矢量的形式，上述6.12式便成为：

dF⃗ = k
Idl⃗ × r̂

r2 (6.13)

1820 年 10 月，毕奥和萨伐尔在《法国科学院院刊》正式公布了上述实验结
果。上述6.12式，也被称为毕奥-萨伐尔定律。

对于这一作用力的本质，法国物理学家安培首先给出了分子电流的猜想，即磁针中存在有
序排列的分子电流，磁针会受到导线中电流的作用力的本质是磁针中的分子电流受到了导线中
的电流的作用力。安培在毕奥-萨伐尔定律的基础上，通过进一步实验和推导，得到了稳恒电流
元 Idl⃗1 对稳恒电流元 Idl⃗2 的作用力 F⃗12 公式（也被称为安培力）：

dF⃗12 = µ0I1I2dl⃗2 × (dl⃗1 × r̂12)
4πr2

12
(6.14)

其中，µ0 为真空磁导率，其值为 4π × 10−7N/A2。

现在我们知道，这一作用力的本质，是由于导线中的电流在其周围产生了磁场，而磁场中
的另一个电流会受到磁场的作用力。与电场强度类似，我们定义磁感应强度 B⃗ 这个物理量，其
定义为：磁场对垂直于 B⃗ 方向放置的一根长度为 l、电流大小为 I 的导线的作用力 F 与“I 及
l 的乘积”的比值：

B = F

Il
(6.15)

B⃗ 的单位在国际单位制中是特斯拉（Tesla），符号为 T，1 T = 1 N
A·m。通过这个定义，我们知

道，上述安培力也可以写成：电流元 Idl⃗ 在磁场 B⃗ 中受到的力，等于 Idl⃗ 与 B⃗ 的叉乘：

dF⃗ = Idl⃗ × B⃗ (6.16)

而毕奥-萨伐尔定律，也可以写成对应的磁感应强度的形式：
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定律 6.1 毕奥-萨伐尔定律
真空中，电流元 Idl⃗ 在任意一点 P 产生的磁场的磁感应强度 dB⃗ 为：

dB⃗ = µ0Idl⃗ × r̂

4πr2 (6.17)

其中，r⃗ 为从电流元到 P 点的位移矢量。

与电场类似，磁场也满足叠加原理，即多个电流元产生的总磁场的磁感应强度，等于单个
电流元产生的磁感应强度的矢量和。比如，对于细导线：

B⃗(r⃗) =
ˆ

dB⃗ =
ˆ

µ0Idl⃗′ × (r⃗ − r⃗′)
4π|r⃗ − r⃗′|3

(6.18)

而对于横截面上各处电流密度不同的粗导线：
´

Idl⃗′ =
´

dl⃗′ ´
S J⃗dS′ =

´
V ′ J⃗(r⃗′)dV ′

B⃗(r⃗) =
ˆ

V ′

µ0J⃗(r⃗′) × (r⃗ − r⃗′)
4π|r⃗ − r⃗′|3

dV ′ (6.19)

下面，我们通过几个例题，来利用毕奥-萨伐尔定律求解常见载流导线产生的磁场。

例 6.1
如右图所示，求有限长载流直线导体在 P 点产生的磁场。

解:
如图，由毕奥-萨伐尔定律，d 电流元 Idl⃗ 在 P 点产生的磁感应强度为：

dB⃗ = µ0Idl⃗ × r̂

4πr2 (6.20)

dB⃗ 的方向为垂直纸面向里，大小为：

dB = µ0Idl sin θ

4πr2 = µ0Id(−r0/ tan θ) sin θ

4π(r0/ sin θ)2 dθ = µ0I sin θ

4πr0
dθ (6.21)

因此，

B =
ˆ

dB =
ˆ θ2

θ1

µ0I sin θ

4πr0
dθ = µ0I

4πr0
(cos θ1 − cos θ2) (6.22)

对于无限长直线电流，θ1 = 0, θ2 = π，因而：

B = µ0I

2πr0
(6.23)

可见，无限长线电流产生的磁场与距离成反比，这与无限长线电荷产生的电场随距离的衰减速
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度一样。而对于半无限长直线电流，θ1 = 0, θ2 = π/2，因而：

B = µ0I

4πr0
(6.24)

例 6.2
如右图所示，求半径为 R 的圆形载流导线在其轴线上 P 点产生的

磁场。

解:

如图，电流元 Idl⃗ 在 P 点产生的磁场为：

dB⃗ = µ0Idl⃗ × r⃗

4πr3 = dB⃗⊥ + dB⃗∥ = µ0Idl⃗ ×
−−→
OP

4πr3 + µ0Idl⃗ ×
−−→
QO

4πr3 (6.25)

因而，

B⃗ = B⃗⊥ + B⃗∥ =
ˆ

dB⃗⊥ +
ˆ

dB⃗∥ (6.26)

由对称性，垂直方向分量 dB⃗⊥ 在圆周上相对的两处互相取消，即 B⃗⊥ =
´

dB⃗⊥ = 0，因此：

B = B∥ =
ˆ

µ0Idl⃗ ×
−−→
QO

4πr3 =
ˆ

µ0IRdl

4πr3 = µ0IR2

2r3 = µ0IR2

2(R2 + z2)3/2 (6.27)

B⃗ 的方向与
−−→
OP 的方向相同。

1. 在圆电流的中心，即 z = 0 时，
B = µ0I

2R
(6.28)

2. 当 z ≫ R 时，

B ≈ µ0IR2

2z3 = µ0IS

2πz3 (6.29)

其中，S 为电流回路的面积。可见，圆形电流在远处产生的磁场与距离的三次方成反比。
这与电偶极子产生的电场随距离的衰减速度一样。

我们把载有电流的圆形回路称为磁偶极子（magnetic dipole），与电偶极子的电偶极矩类似，
对磁偶极子，我们也定义它的磁偶极矩（magnetic dipole moment），用符号 m⃗（有时也用 p⃗m）
表示：

m⃗ = IS⃗ (6.30)

其中 S⃗ 为圆形回路的面积，其方向与电流的方向成右手螺旋关系。根据这一定义，磁偶极子在
远处其中轴线上产生的磁场为：

B⃗ = µ0m⃗

2πz3 (6.31)
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例 6.3
如右图所示为亥姆霍兹（Helmholtz）线圈示意图，它由一对间距

等于半径的同轴载流圆线圈组成。求其轴线上的磁场，并分析该线圈产
生的磁场在轴线中心附近的变化。

解:
该线圈在轴线上产生的磁场为两个圆形电流产生的磁场的叠加，由上一例题结果，可知：

B = B1 + B2 = µ0IR2

2[R2 + (x + a
2 )2]3/2 + µ0IR2

2[R2 + (x − a
2 )2]3/2 (6.32)

为分析其在轴线中心附近的变化情况，将 B 对 x 求导数：

dB

dx
= −3µ0IR2

2

[
x + a

2
[R2 + (x + a

2 )2]5/2 +
x − a

2
[R2 + (x − a

2 )2]5/2

]
(6.33)

将 x = 0 代入，可得： (dB

dx

)
x=0

= 0 (6.34)

二阶导数为：
d2B

dx2 = −3µ0IR2

2

[
R2 − 4(x + a

2 )2

[R2 + (x + a
2 )2]7/2 +

R2 − 4(x − a
2 )2

[R2 + (x − a
2 )2]7/2

]
(6.35)

将 x = 0 代入，可得： (d2B

dx2

)
x=0

= −3µ0IR2 R2 − a2

(R2 + a2/4)7/2 (6.36)

注意到对亥姆霍兹线圈，a = R，因此：

(d2B

dx2

)
x=0

= 0 (6.37)

三阶导数为：

d3B

dx3 = 3µ0IR2

2

[(x + a
2 )[15R2 − 20(x + a

2 )2]
[R2 + (x + a

2 )2]9/2 +
(x − a

2 )[15R2 − 20(x − a
2 )2]

[R2 + (x − a
2 )2]9/2

]
(6.38)

将 x = 0 代入，可得： (d3B

dx3

)
x=0

= 0 (6.39)

即 B(x) 的一、二、三阶导数在 x = 0 处都为零，意味着 B(x) 在 x = 0 处无极值，且其附近的
磁场变化只有四阶以上高次项小量：

B(x) = B(0) + x4

4!

(d4B

dx4

)
x=0

(6.40)

其变化的相对值非常小，比如，可以用 O(x4)/B(0) ∼ x4/R4 来近似计算四阶项的大小：当
x = R/2 时，O(x4)/B(0) ∼ 6%；当 x = R/4 时，O(x4)/B(0) ∼ 0.4%。因此该磁场在
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x = 0 附近是个非常均匀的磁场（实际上在线圈内部轴线上大部分地方都是很均匀的磁场）。

例 6.4
如图所示为一个半径为 R 的密绕长直螺线管，其单位长度有

n 匝线圈，求其轴线上任意一点 O 的磁感应强度。

解:
螺线管在 O 点产生的磁场可以看成多个圆线圈产生的磁场的

叠加。如图所示，以 O 点为轴线 z 轴的左边原点，则由例6.2，位
于 z 处长为 dz 的圆线圈在 O 点产生的磁场为：

dB = µ0IR2ndz

2(R2 + z2)3/2 (6.41)

因此，

B =
ˆ

dB = µ0IR2n

2

ˆ l2

−l1

dz

(R2 + z2)3/2 (6.42)

令 z = R/ tan θ，则上式积分可化为：

B = µ0IR2n

2

ˆ θ2

θ1

−Rdθ/ sin2 θ

R3/ sin3 θ
= nµ0I

2
(cos θ2 − cos θ1) (6.43)

1. 对无限长螺线管，θ1 = π, θ2 = 0，因此：

B = µ0nI (6.44)

2. 对半无限长螺线管，θ1 = π/2, θ2 = 0，因此：

B = µ0nI/2 (6.45)

这是无限长螺线管产生的磁场的一半。

对于总长度远大于半径的螺线管，其轴线上中心的磁场可以近似成无限长螺线管额磁场，而
其管口上的磁场则可以看成半无限长螺线管的磁场，g 管口处的磁感应强度是中心处的一半。

6.2 静磁场的基本定理

上一节中我们学习的毕奥-萨伐尔定律加上叠加原理，是静磁学的基石，甚至可以说是全部
内容。其他所有跟静磁学相关的基本定理，都可以从毕奥-萨伐尔定律和叠加原理推导得出。下
面，我们将从这两个定律/原理出发，推导出 B⃗ 这一矢量场的基本方程（即散度、旋度，面积
分、线积分）。

我们先来计算一下磁场 B⃗ 的散度，由8.20式，我们有：
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∇ · B⃗(r⃗) = ∇ ·
ˆ

V ′

µ0J⃗(r⃗′) × (r⃗ − r⃗′)
4π|r⃗ − r⃗′|3

dV ′ = − µ0
4π

∇ ·
ˆ

V ′
J⃗(r⃗′) × ∇ 1

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ (6.46)

利用旋度链式法则 ∇ × (ϕa⃗) = (∇ϕ) × a⃗ + ϕ(∇ × a⃗)（见习题1.13），上式可写成：

∇ · B⃗(r⃗) = µ0
4π

∇ ·
ˆ

V ′

(
∇ × J⃗(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
− ∇ × J⃗(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|

)
dV ′ = µ0

4π
∇ · ∇ ×

ˆ
V ′

J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′

(6.47)

由恒等式 ∇ · ∇ × a⃗ = 0（见习题1.1），可知：

∇ · B⃗ = 0 (6.48)

其对应的积分形式为：

‹
S⃗

B⃗ · dS⃗ = 0 (6.49)

上述公式也被称为磁场的高斯定理。

下面我们求磁场 B⃗ 的旋度。由类似于上文6.46和6.47式的过程，我们有：

∇ × B⃗(r⃗) = µ0
4π

∇ ×
ˆ

V ′
∇ × J⃗(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ = µ0

4π

ˆ
V ′

∇ × (∇ × J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

)dV ′ (6.50)

利用矢量恒等式∇×(∇×a⃗) = ∇(∇·a⃗)−∇2a⃗（见习题1.1）及链式法则∇·(ϕa⃗) = ϕ∇·a⃗+(∇ϕ)·a⃗
（见习题1.13），可知：

∇ × (∇ × J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) = ∇(∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) − ∇2 J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

(6.51)

由于 J⃗(r⃗′) 不含 r⃗ 坐标，因此，

∇ × (∇ × J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) = ∇(∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) − J⃗(r⃗′)∇2 1
|r⃗ − r⃗′|

(6.52)

再利用 ∇2 1
|r⃗−r⃗′| = −∇ · r⃗−r⃗′

|r⃗−r⃗′|3 = −4πδ(r⃗ − r⃗′)，可知，

∇ × (∇ × J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) = ∇(∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) + 4πδ(r⃗ − r⃗′)J⃗(r⃗′) (6.53)

再利用链式法则 ∇ · (ϕa⃗) = ϕ∇ · a⃗ + (∇ϕ) · a⃗，可得，
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∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

= ∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

+ J⃗(r⃗′) · ∇ 1
|r⃗ − r⃗′|

(6.54)

由于 J⃗(r⃗′) 不含 r⃗ 坐标，因此 ∇ · J⃗(r⃗′) = 0，可得：

∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

= J⃗(r⃗′) · ∇ 1
|r⃗ − r⃗′|

(6.55)

再利用 ∇ 1
|r⃗−r⃗′| = −∇′ 1

|r⃗−r⃗′|，其中 ∇′ 表示对 r⃗′ 坐标求微分，可得，

∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

= −J⃗(r⃗′) · ∇′ 1
|r⃗ − r⃗′|

(6.56)

继续使用链式法则 ∇ · (ϕa⃗) = ϕ∇ · a⃗ + (∇ϕ) · a⃗，可得，

∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

= −∇′ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

+ ∇′ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

(6.57)

由电荷守恒，有 ∇′ · J⃗(r⃗′) = −∂ρ(r⃗′)
∂t ，因此，

∇ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

= −∇′ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

− ∂

∂t

ρ(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

(6.58)

代入6.53式，可得：

∇ × (∇ × J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

) = −∇
(

∇′ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

+ ∂

∂t

ρ(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

)
+ 4πδ(r⃗ − r⃗′)J⃗(r⃗′)

= −∇
(

∇′ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

)
− ∂

∂t
ρ(r⃗′)∇ 1

|r⃗ − r⃗′|
+ 4πδ(r⃗ − r⃗′)J⃗(r⃗′)

= −∇
(

∇′ · J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

)
+ ∂

∂t
ρ(r⃗′) r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
+ 4πδ(r⃗ − r⃗′)J⃗(r⃗′) (6.59)

因此，

∇ × B⃗(r⃗) = − µ0
4π

∇
ˆ

V ′
∇′ · J⃗(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ + µ0

4π

ˆ
V ′

∂

∂t
ρ(r⃗′) r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dV ′

+ µ0
4π

ˆ
V ′

4πδ(r⃗ − r⃗′)J⃗(r⃗′)dV ′

= − µ0
4π

∇
‹

S⃗′

J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dS⃗′ + µ0ε0
∂E⃗(r⃗)

∂t
+ µ0J⃗(r⃗)

(6.60)

其中，S⃗′ 为无穷大空间的表面，当电流分布有界时，J⃗(r⃗′) 在无穷远处为 0，因此，

∇ × B⃗(r⃗) = µ0ε0
∂E⃗(r⃗)

∂t
+ µ0J⃗(r⃗) (6.61)
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对静磁场，其产生的源为稳恒电流，对应的电场分布（或者电荷分布）不随时间变化，因此，

∇ × B⃗ = µ0J⃗ (6.62)

对应的积分形式为：

˛
C

B⃗ · dl⃗ = µ0

¨
S⃗

J⃗ · dS⃗ = µ0I (6.63)

其中，C 为任意闭合曲线，I 为穿过该闭合曲线所围的曲面 S⃗ 的所有电流的代数和，I 的正值
的方向与闭合路径成右手螺旋。上述公式也被称为安培环路定理。

至此，我们便从毕奥-萨伐尔定律和叠加原理出发，推导出了真空中静磁场的基本方程：

定理 6.1 真空中静磁场的基本定理（高斯定理 + 安培环路定理）

∇ · B⃗ = 0
‹

S⃗
B⃗ · dS⃗ = 0 (6.64)

∇ × B⃗ = µ0J⃗(r⃗)
˛

C
B⃗ · dl⃗ = µ0I (6.65)

与静电场中的高斯定理和环路定理类似，在有对称性的情况下，利用静磁场的高斯定理和
环路定理可以使很多磁场的计算变得简洁许多，下面我们将举几个常见的例子来进行分析。

例 6.5
求无限大平面电流产生的磁场分布（面电流密度为 k⃗）。

解:
如图所示，平面电流由平行的直线电流组成，而每个直线

电流产生的磁场在 z 轴的分量都为零，因此，Bz = 0。
由对称性，Bx 在电流平面两侧对称的位置应该大小相等，

方向相反。

现跨过电流平面取一个高为 h 的圆柱面 S⃗，且圆柱面的底面大小为 S0 且与电流平面平行，
圆柱在电流平面两侧的高度各为 h/2，当 h 取无限小时，由高斯定理：

‹
vS

B⃗ · S⃗ = 2BxS0 = 0 ⇒ Bx = 0 (6.66)

由对称性，By 在电流平面两侧对称的位置也应该大小相等，方向相反。如图取一个垂直于
电流的矩形回路，该矩形回路关于电流平面对称，长为 l，高为 h，则由安培环路定理：

˛
B⃗ · dl⃗ = 2Byl = µ0I = µ0Kl ⇒ By = µ0K

2
(6.67)
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即：无限大平面电流在其两侧产生的磁场为均匀磁场，且在电流平面两侧大小相等，方向相反
（±ŷ 方向），其值为：

B = µ0K

2
(6.68)

例 6.6

求半径为 R 的无限长圆柱型导线产生的磁场（导线内为均匀电流，电流密度为 J⃗）。

解:

如图所示，在垂直于电流方向的截面上，取一以圆柱轴线所在位置为圆心的半径为 r 的圆，
由对称性，导线内的电流产生的磁场在该圆上各点处处大小相等，且方向沿各点处的圆的切线
方向。

由安培环路定理： ˛
B⃗ · dl⃗ = 2πrB = µ0I内 ⇒ B =

µ0I内
2πr

(6.69)

当 r < R 时：

B =
µ0I内
2πr

= µ0Jπr2

2πr
= µ0Jr

2
(6.70)

当 r > R 时：

B =
µ0I内
2πr

= µ0JπR2

2πr
= µ0I

2πr
(6.71)

这与例6.1中通过直接使用毕奥-萨伐尔定律积分得出的6.23式是一致的。

例 6.7
半径为 R 的无限长圆柱形导线其内部挖掉了一个半径为 r 的小圆

柱空腔，如图所示为其截面示意图，导线内电流密度为 J⃗。求空腔内的
磁场分布。

解:

该电流产生的磁场可以看成是半径为 R、电流密度为 J⃗ 的圆柱电流产生的磁场与半径为 r、
电流密度为 −J⃗ 的圆柱电流产生的磁场的矢量和。
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由上一例题，圆柱形电流在其内部产生的磁场由6.70式给出，该式也可以写成：

B⃗ = µ0
2

J⃗ × r⃗ (6.72)

因此，空腔内任意一点的磁场为：

B⃗ = B⃗
J⃗

+ B⃗−J⃗
= µ0

2
J⃗ × r⃗1 − µ0

2
J⃗ × r⃗2 = µ0

2
J⃗ × (r⃗1 − r⃗2) = µ0

2
J⃗ × a⃗ (6.73)

注意到上式给出的 B⃗ 在空腔内部处处大小相等、方向相同，即在空腔中的磁场为均匀磁场。

例 6.8
如图所示为一个半径为 R、长度为 L 的密绕长直螺线管，其

单位长度有 n 匝线圈，线圈中的电流为 I，求其中心点所在的横截
面上任意一点的磁感应强度。

解:

由例6.4，该螺线管轴线中心点处的磁感应强度为：

B⃗0 = µ0nI cos θẑ (6.74)

其中，θ = arctan 2R
L 。

下面求横截面上其他各处的磁场。首先我们可以证明，该横截面上各处的磁感应强度都与
该横截面垂直（即只有 z 方向分量），这是因为，截面两侧的电流元，均互相以截面为镜面存在
镜面对称，而我们可以证明，镜面对称的电流系统在镜面处产生的磁感应强度与该镜面垂直。

为了证明上述结论，我们取如右图所示镜面对称的两个电流元
Idl⃗ 和 Idl⃗′，镜面为与 x 轴垂直的一个平面，这两个电流元在镜面
上任意一点 P 产生的磁场的矢量和为：

B⃗总 = B⃗ + B⃗′

= µ0Idl⃗ × r⃗

r3 + µ0Idl⃗′ × r⃗′

r′3

= µ0I

r3 (dl⃗ × r⃗ + dl⃗′ × r⃗′) (6.75)

令 dl⃗ = (dlx, dly, dlz), r⃗ = (rx, ry, rz)，则 dl⃗′ = (−dlx, dly, dlz), r⃗ = (−rx, ry, rz)，因此：

dl⃗ × r⃗

∣∣∣∣
x

= dl⃗′ × r⃗′
∣∣∣∣
x

, dl⃗ × r⃗

∣∣∣∣
y

= −dl⃗′ × r⃗′
∣∣∣∣
y

, dl⃗ × r⃗

∣∣∣∣
z

= −dl⃗′ × r⃗′
∣∣∣∣
z

(6.76)

因此，B总,y = 0, B总,z = 0，即镜面上任意一点的总磁场 B⃗总 与镜面垂直。
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根据上面这个结论，我们知道，所求横截面上任意一点的磁感
应强度 B⃗ 只有 z 方向的分量。下面，我们先来看在螺线管内部任
意一点的 B⃗ 的大小，为此，我们作如右图所示的矩形闭合曲线，
其上下两边长度为 l，左右两边高度为 h，则由安培环路定理：

0 =
˛

B⃗ · dl⃗ = B上,zl − B下,zl + B左,yh − B右,yh (6.77)

其中，B左,y = B右,y = 0，因此，

B上,z = B下,z ⇒ B上 = B下 (6.78)

因此，在所求横截面上，螺线管内部磁感应强度处处相等，均等于 B⃗0。

下面，我们再来看在螺线管外部任意一点的 B⃗ 的大小，为此，
我们作如右图所示的矩形闭合曲线，其上下两边长度为 l，左右两
边高度为 h，则由安培环路定理：

˛
B⃗ · dl⃗ = B内l − B外l = nµ0Il (6.79)

其中，B内 = B0 = nµ0Il cos θ，因此，

B外 = nµ0Il(cos θ − 1) (6.80)

该值为负值，表示方向为指向 −z 轴方向。

综上所述，长直螺线管的中心横截面上各处的磁感应强度为：

B⃗内 = µ0nI cos θẑ, B⃗外 = nµ0Il(cos θ − 1)ẑ (6.81)

注意到，对于无限长直螺线管，cos θ = 1，因此：

B⃗内 = µ0nIẑ, B⃗外 = 0 (6.82)

且对无限长螺线管而言，任意一个横截面都可以看成是中心处的横截面（即上文说的镜面），也
就是说，上式对无限长直螺线管内外任意一点的磁感应强度都适用，即内部为均匀场，B 的大
小为 µ0nI，外部磁感应强度为 0。

对于一般情况，即不是无限长的螺线管，但是 L ≫ R 的情况，我们可以计算一下螺线管内
外的磁感应强度之比，由6.81式，我们有：

B外
B内

= 1 − 1
cos θ

= 1 −
√

R2 + (L/2)2

L/2
≈ 1 − (1 + 1

2
4R2

L2 ) = 2R2

L2 (6.83)

还有一个明显的问题，那就是上式6.80表明所求横截面上螺线管外部所有的点的磁感应强
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度都是该常数值，这显然对于无限远处是不成立的，因为无限远处磁感应强度显然应该为零，出
现这一矛盾的原因，是因为在推导该式的过程中，我们假定了在所取的矩形闭合回路上，左右
两边处的磁感应强度近似与这两条边垂直（当 l 不是很大的时候），这一假定在靠近螺线管表面
的地方是没问题的，但是在远处，磁感应强度在横截面附近的方向变化较大，已经不能使用该
近似条件了。因此，螺线管外部，在该横截面上，只有靠近螺线管表面的区域的磁感应强度是
近似为均匀的，在远离螺线管表面的地方磁感应强度应该逐渐衰减到零。

例 6.9
如图所示，有一个半径为 r 的密绕环形螺线管（toroidal

solenoid），总匝数为 N，电流为 I，求其内部和外部的磁感应强度。

解:
管内和管外的磁场均存在轴对称分布，在以垂直于纸面过 O

的轴线上任意一点为圆心的圆周上各点 B⃗ 大小相等，且方向沿圆
周的切线方向。

由安培环路定理：

B = µ0
∑

I

2πr
(6.84)

可知，管内磁感应强度为：

B = µ0NI

2πr
(6.85)

若令 n = N
2πr，则上式与上一例题求得的无穷长螺线管内部的磁感应强度一致。管外磁感应强度

为：
B = 0 (6.86)

6.3 磁矢势

通过毕奥-萨伐尔定律和叠加原理直接计算电流系统产生的磁场时，我们往往会被复杂的
矢量积分所难住，这一点与静电学中通过库仑定律直接计算带点体系产生的电场时遇到的困难
类似，只不过，在毕奥-萨伐尔定律中，我们需要积分的不仅仅是单纯的位置矢量，而是形如
Idl⃗ × (r⃗ − r⃗′) 的矢量叉乘，这进一步增加了计算的难度。因此，我们往往只能对某些少数存在
对称性的问题给出解析解。

在静电学中，一种避开对矢量进行积分的办法是通过引入电势，我们从点电荷产生的电势
出发，通过对电势这个标量进行积分计算电荷体系的产生的总电势，而后通过电场与电势的关
系求出总电场：

U(r⃗) =
˚

V ′

ρ(r⃗′)dV ′

4πε0|r⃗ − r⃗′|
E⃗(r⃗) = −∇U(r⃗) (6.87)
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那么，对于静磁场，是否存在于静电场类似的“磁势”呢？为了回答这个问题，我们不妨先
回顾一下我们迄今总结出的磁场的基本定理：

∇ · B⃗ = 0, ∇ × B⃗ = µ0J⃗(r⃗) (6.88)

很显然，我们不能将 B⃗ 写成某个标量的梯度（即形如 B⃗ = ∇U 的形式），否则由一下恒等
式（见第一章习题1.1）：

∇ × ∇Φ = 0 (6.89)

我们可知：
∇ × B⃗ = ∇ × ∇U = 0 (6.90)

这显然与上述6.88式矛盾。

我们还注意到第一章习题1.1中的另一个恒等式：

∇ · (∇ × F⃗ ) = 0 (6.91)

此时，如果我们将 B⃗ 写成某个矢量的旋度的形式（例如，令 B⃗ = ∇ × A⃗），那上述恒等式正好
与6.88式中的 ∇ · B⃗ = 0 符合。

问题是，对任意的磁场 B⃗，这样的矢量 A⃗ 一定存在吗？

答案是肯定的。不过，为了证明这一结论，我们有必要借助一下向量分析中的一个常用定
理，叫亥姆霍兹定理：

定理 6.2 亥姆霍兹定理
任意足够光滑、快速衰减（衰减速度大于 1/r）的三维向量场 F⃗ (r⃗) 可分解为一个标量场
的梯度和一个矢量场的旋度的和：

F⃗ (r⃗) = −∇U(r⃗) + ∇ × A⃗(r⃗) (6.92)

我们先来看一下如何证明上面这个定理。证明这个定理最直接的办法，就是从6.92式出发，
去寻找一组能够满足定理中等式的 U(r⃗) 和 A⃗(r⃗)。由于实际的 F⃗ , U, A⃗ 等场都涉及到空间的叠
加，为此，我们不妨先用 δ 函数把 F⃗ (r⃗) 写成空间积分的形式：

F⃗ (r⃗) =
˚

V ′
F⃗ (r⃗′)δ(r⃗ − r⃗′)dV ′ =

˚
V ′

F⃗ (r⃗′)
(

− 1
4π

∇2 1
|r⃗ − r⃗′|

)
dV ′ (6.93)

由于 F⃗ (r⃗′) 不依赖与 r⃗ 坐标，因此，

F⃗ (r⃗) = − 1
4π

∇2
˚

V ′

F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.94)
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利用矢量恒等式 ∇ × (∇ × a⃗) = ∇(∇ · a⃗) − ∇2a⃗，上式可写成：

F⃗ (r⃗) = − 1
4π

∇
˚

V ′
∇ · F⃗ (r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ + 1

4π
∇ ×

˚
V ′

∇ × F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.95)

由于 F⃗ (r⃗′) 不依赖与 r⃗ 坐标，由链式法则 ∇ · (ϕa⃗) = ϕ∇ · a⃗ + (∇ϕ) · a⃗ 和 ∇ × (ϕa⃗) =
(∇ϕ) × a⃗ + ϕ(∇ × a⃗)，我们可得，

F⃗ (r⃗) = − 1
4π

∇
˚

V ′
F⃗ (r⃗′) · ∇ 1

|r⃗ − r⃗′|
dV ′ − 1

4π
∇ ×

˚
V ′

F⃗ (r⃗′) × ∇ 1
|r⃗ − r⃗′|

dV ′

= − 1
4π

∇
˚

V ′
F⃗ (r⃗′) · r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dV ′ − 1

4π
∇ ×

˚
V ′

F⃗ (r⃗′) × r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dV ′ (6.96)

由于积分空间 V ′ 为全空间，要想让上式两个积分在 r′ → ∞ 时不发散，需要 F (r⃗′) 的值在
r′ → ∞ 时趋于零，且衰减速度比 1/r′ 快；此时，可以根据上式定义定理所需要的 U(r⃗) 和
A⃗(r⃗)：

U(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

F⃗ (r⃗′) · ∇ 1
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.97)

A⃗(r⃗) = − 1
4π

˚
V ′

F⃗ (r⃗′) × ∇ 1
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.98)

利用 ∇ 1
|r⃗−r⃗′| = −∇′ 1

|r⃗−r⃗′|，上述两式可以分别写成：

U(r⃗) = − 1
4π

˚
V ′

F⃗ (r⃗′) · ∇′ 1
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.99)

A⃗(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

F⃗ (r⃗′) × ∇′ 1
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.100)

再利用链式法则 ∇ · (ϕa⃗) = ϕ∇ · a⃗ + (∇ϕ) · a⃗ 和 ∇ × (ϕa⃗) = (∇ϕ) × a⃗ + ϕ(∇ × a⃗)，上述两式
可进一步写成：

U(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

∇′ · F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ − 1
4π

˚
V ′

∇′ · F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.101)

A⃗(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

∇′ × F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ − 1
4π

˚
V ′

∇′ × F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.102)

由高斯定理（包括习题1.2的叉乘形式的高斯定理），上述两式可写成：

U(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

∇′ · F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ − 1
4π

‹
S′

F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

· dS⃗′ (6.103)

A⃗(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

∇′ × F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ + 1
4π

‹
S′

F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

× dS⃗′ (6.104)

其中 S⃗′ 为包围无穷大空间的闭合曲面。由于 F 衰减速度大于 1/r，因此在无穷远处上述两式
中的面积分近似为：

lim
r→∞

F (r)
r

r2 = 0

因此，
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U(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

∇′ · F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′, A⃗(r⃗) = 1
4π

˚
V ′

∇′ × F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.105)

上述亥姆霍兹定理表明，静磁场 B⃗ 一定可以写成如下形式：

B⃗ = −∇U + ∇ × A⃗ (6.106)

而静磁场的基本定理要求：

0 = ∇ · B⃗ = −∇ · ∇U + ∇ · (∇ × A⃗) = −∇ · ∇U (6.107)

另一方面，我们还有恒等式：
∇ × ∇U = 0 (6.108)

也就是说，∇U 的散度和旋度都为零，那 ∇U 只能是常数且与无穷远处相等，而无穷远处 B⃗ = 0，
因而 ∇U = 0，因此，任意静磁场都能写成如下形式：

B⃗ = ∇ × A⃗ (6.109)

我们把 A⃗ 称为磁场的矢量势，也称为磁矢势。

注意到，满足上述6.109式的 A⃗理论上存在无穷多可能，因为假设某个 A⃗使得 B⃗ = ∇× A⃗，
那对 A⃗ 加上任意标量场的梯度 A⃗′ = A⃗ + ∇Φ（也被称为“规范变换”）依然不会改变磁场 B⃗，
即 B⃗′ = ∇ × A⃗′ = ∇ × A⃗ + ∇ × ∇Φ = ∇ × A⃗ = B⃗。另一方面，数学上，只给出 A⃗ 的旋度并
不能唯一确定该矢量，还需要约束 A⃗ 的散度，才能唯一确定 A⃗。而最简单的约束是：

∇ · A⃗ = 0 (6.110)

这一约束也被称为库仑规范（Coulomb gauge）。由上述约束以及磁场的环路定理，我们有：

µ0J⃗ = ∇ × B⃗ = ∇ × ∇ × A⃗ = ∇(∇ · A⃗) − ∇2A⃗ = −∇2A⃗ (6.111)

即，我们得到了 A⃗ 满足的微分方程：

∇2A⃗ = −µ0J⃗ (6.112)

这个微分方程根静电场的电势所满足的微分方程（泊松方程）是一致的，只不过这是个矢量方
程，每个分量的方程便是一个泊松方程，其解也跟静电场的电势类似：

A⃗(r⃗) = µ0
4π

˚
V ′

J⃗(r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′ (6.113)

事实上，上式关于电流系统产生的磁场的矢量势的公式我们早在证明亥姆霍兹定理的时候
就已经得到了，即由证明过程中得到的6.105式加上 ∇ × B⃗ = µ0J⃗ 便可得到上式。

有了磁矢势的定义，我们便可以通过电流分布先计算磁矢势，然后对磁矢势求旋度来计算
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磁感应强度分布。与毕奥-萨伐尔定律中需要先对两个矢量做叉乘再积分不同的是，通过电流元
计算磁矢势只有单个矢量的体积分，在有些情况下有可能会给我们计算带来一定的简化。此外，
由6.113式可知，电流体系产生的 A⃗ 的方向趋向于与电流的方向一致，比如，直线电流的 A⃗ 也
为直线状，而环形电流的 A⃗ 也为环形状......

例 6.10
用磁矢势的方法，求电流环在远处任意一点产生的磁场。

解:
如图所示建立坐标系，其中，电流环位于 xy 平面，圆心

位于坐标原点；P 点位于 xz 平面。则 P 点的 A⃗ 为：

A⃗(r⃗) = µ0
4π

˚
V ′

J⃗dV ′

|r⃗ − r⃗′|
= µ0I

4π

ˆ
r⃗′

dr⃗′

|r⃗ − r⃗′|
(6.114)

在直角坐标系中：
r⃗ = (r sin θ, 0, r cos θ)

r⃗′ = (R cos ϕ′, R sin ϕ′, 0)

|r⃗ − r⃗′| =
√

r2 + R2 − 2rR sin θ cos ϕ′

dr⃗′ = (− sin ϕ′, cos ϕ′, 0)Rdϕ′

因此，

Ax(r⃗) = µ0IR

4π

ˆ π

−π

− sin ϕ′dϕ′√
r2 + R2 − 2rR sin θ cos ϕ′ (6.115)

所积函数关于 ϕ′ 是个奇函数，因此 Ax(r⃗) = 0，即 A⃗(r⃗) 只有 y 方向分量：

Ay(r⃗) = µ0IR

4π

ˆ π

−π

cos ϕ′dϕ′√
r2 + R2 − 2rR sin θ cos ϕ′ (6.116)

当 r ≫ R 时，上式可以近似为：

Ay(r⃗) ≈ µ0IR

4π

ˆ π

−π

cos ϕ′
√

r2 + R2
(1 + rR

r2 + R2 sin θ cos ϕ′)dϕ′

= µ0IR

4π
√

r2 + R2
(0 + rR

r2 + R2 π sin θ)

≈ µ0IR2 sin θ

4r2 (6.117)

由于 P 点位于 xz 平面，且 P 点的 A⃗ 只有 y 方向分量，这也意味着在球坐标系中 P 点的 A⃗

只有 ϕ 方向分量，即：

Aϕ(r, θ, ϕ = 0) = µ0IR2 sin θ

4r2 (6.118)
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代入 B⃗ = ∇ × A⃗，可得：

Br = 1
r sin θ

∂(sin θAϕ)
∂θ

= µ0IR2 cos θ

2r3 (6.119)

Bθ = −1
r

∂(rAϕ)
∂r

= µ0IR2 sin θ

4r3 (6.120)

Bϕ = 0 (6.121)

写成矢量形式，A⃗ 和 B⃗ 分别为：

A⃗ = µ0
4π

m⃗ × r⃗

r3 (6.122)

B⃗ = µ0
4π

3(m⃗ · r̂)r̂ − m⃗

r3 (6.123)

上述磁偶极子在远处任意点产生的磁矢势和磁感应强度，与电偶极子在远处任意点产生的电势
（2.117式）和电场强度（2.24式），形式上非常相似。

在静磁学中，磁矢势的意义主要在于数学上的计算的意义，其物理意义并不明显（历史上
诸如赫兹等多位物理学家曾认为 A⃗ 没有物理意义或者物理实在），A⃗ 通过 B⃗ 间接体现其物理
意义；但是，在量子力学以及量子场论中，A⃗ 是电磁场量子化的基础，光子（电磁场的量子）与
A⃗ 直接相关，A⃗ 具有深刻的物理意义。

6.4 磁力、磁力矩

从本章介绍的静磁学的发展历程我们知道，人们对于磁现象的认识，最直接的手段便是观
测与磁场相关的相互作用力，比如，毕奥-萨伐尔通过定量测量得出了电流元对磁针的相互作用
力，后来，安培把这种作用力的本质解释为电流元与电流元之间的相互作用力，即认为磁针里
面存在分子电流，磁针中的分子电流受到了导线中的电流产生的磁场的作用力，也就是我们在
本章第 1 节学习的安培力公式：

dF⃗ = Idl⃗ × B⃗ (6.124)

我们正是通过这一安培力，来定义磁感应强度矢量这一物理量。本节将在这一公式的基础上，具
体分析常见的几种电流形式在磁场中的受力情况。

我们知道，电流的本质是运动的电荷，因此，电流在磁场中受力的本质是运动电荷在磁场
中受力。根据电流的定义，上述6.124式也可以写成：

dF⃗ = dQ

dt
dl⃗ × B⃗ = dQ

dl⃗

dt
× B⃗ = dQv⃗ × B⃗ (6.125)

其中 dQ 为电流元 Idl⃗ 中的总电荷，而 v⃗ 为电流元中的电荷的运动速度。若电流元中只有一个
电荷量为 q、运动速度为 v 的电荷，则上式便对应成运动电荷在磁场中的受力：

F⃗ = qv⃗ × B⃗ (6.126)
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这种运动在磁场中受到的力，也被称为洛伦兹力（Lorentz Force）。洛伦兹力的概念由荷兰物理
学家洛伦兹提出，并且它既包含磁场对带电粒子的作用力，也包含电场对带电粒子的作用力：

F⃗ = qE⃗ + qv⃗ × B⃗ (6.127)

由6.126式，可知我们也可以用运动的带电粒子作为探针，通过带电粒子在磁场中的受力来定义
（或测量）磁感应强度；通过该式定义的磁感应强度与通过安培力定义的磁感应强度是等价的。

由6.126式，可知洛伦兹力的方向与带电粒子的运动方向垂直，因此该力不对粒子做功，只
使带电粒子运动轨迹发生偏转。在与磁场垂直的平面内，粒子做圆周运动，其圆周运动的半径
为：

F = qv⊥B = m
v2

⊥
R

⇒ R = mv⊥
qB

(6.128)

可知，带电粒子的运动半径与垂直磁场的速度有关，速度越大，半径越大，此外，带电粒子越
重，其圆周运动的半径也越大；通过这一原理，现代很多高能粒子探测器往往在高速带电粒子
的运动轨迹上施加磁场，通过测量带电粒子的运动轨迹的圆周半径来测量带电粒子的动量。

虽然洛伦兹力对带电粒子不做功，并不会改变粒子的能量，但是磁场在现代高能粒子加速
器中发挥了极其重要的作用，比如：

1. 由6.128式，可知粒子圆周运动的周期为：

T = 2πR

v
= 2πm

qB
(6.129)

可知其周期与粒子的运动速度无关，利用这一特征，美国物理学家劳伦斯（Ernest Lawrence）
发明了回旋加速器，利用磁场使粒子循环地做圆周运动（回旋），且通过交变电场在其路
径上每隔半个周期安排一小段电场加速。

2. 所有的环形结构的粒子加速器，都以来磁场对带电粒子的运动轨迹进行偏转，以使之沿着
环形轨道运动。

3. 为了使一簇带相同电荷的粒子在运动过程中不因电荷相同和互相排斥分散开，现代加速器
都设计了复杂的磁场以实现对粒子束的“聚焦”。

接下来，我们再来看另一种常见形式的电流在磁场中的受力，那就是闭合载流线圈。在均
匀磁场中，对任意形状的闭合载流线圈，它受到的来自磁场的合力为：

F⃗ =
˛

L
Idl⃗ × B⃗ = I(

˛
L

dl⃗) × B⃗ = 0 (6.130)

可知，任意闭合载流线圈在均匀磁场中受到的合力都为零。不过，需要注意的是，这个结论只
对均匀磁场适用，对于不均匀磁场，闭合线圈受到的合力不一定为零，而这也是两块磁铁靠近
时会相互吸引或排斥的原因（同极相斥、异极相吸）。感兴趣的读者，不妨分析一下两个同轴的
圆形电流之间，其中一个圆形电流产生的磁场对另一个圆形电流的作用力。
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矩形电流在均匀磁场中所受磁场的合力为零，是否意味着载有矩形
电流的线圈在均匀磁场中就静止不动呢？为了分析这个问题，我们不妨
以最简单的矩形线圈为例。如右图所示，假定矩形线圈 ABCD 的 BC

和 DA 两边与磁场垂直，另外两边与磁场方向在同一平面，则由安培
力公式，可知各边受到的磁场力关系如下：

F⃗AB = −F⃗CD, F⃗BC = −F⃗DA (6.131)

取与磁场垂直的 OO′ 轴，则由图可知，F⃗AB 和 F⃗CD 均与 OO′ 平行，且它们在一条直线上，如
果线圈是刚体的话，这一对力不会产生任何运动学作用。而 F⃗BC 和 F⃗DA 则均与 OO′ 垂直，但
是它们不在一条直线上，因此这一对力虽然合力为零，但是它们组成了一个绕 OO′ 轴的力矩，
会使得线圈绕 OO′ 轴做转动。设线圈所在平面与 B⃗ 的夹角为 θ，则绕 OO′ 轴的力矩的大小为：

L = F1d1 cos θ + F2d2 cos θ = IBh(d1 + d2) cos θ = IBhd cos θ (6.132)

注意到，上式对应的矢量形式的力矩刚好为：

L⃗ = m⃗ × B⃗ (6.133)

其中，m⃗ 为线圈的磁偶极矩（m = Ihd）。

上面利用矩形线圈计算得出的闭合电流在均匀磁场中受到的力矩，
对任意形状的平面线圈是否也适用呢？答案是肯定的。如右图所示，设
有如图所示的任意形状的平面线圈。我们沿着 B⃗ 的方向，将这个线圈
切割成无数对电流元，选取其中的一对电流元 DA 和 BC，我们注意
到，这两段电流元受到的磁场力正好大小相等，方向相反，大小为：

dF = IBdh (6.134)

其中，dh 为 AB 至 DC 之间的距离。因此，这两段电流元受到的总力矩为：

dL = dFd cos θ = IBddh cos θ (6.135)

其中，d 为 AB 之间的距离，注意到 ddh = dS = SABCD，因此，

dL = B cos θdS (6.136)

积分可得整个平面线圈受到的总力矩：

L =
ˆ

dL = BS cos θ (6.137)

写成矢量形式为：
L⃗ = m⃗ × B⃗ (6.138)
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习题

6.1: 位于瑞士和法国交界处的大型强子对撞机 (LHC) 上其中一个大型粒子探测器叫 CMS
(Compact Muon Solenoid), 该探测器的最大特色就是它的一个巨大的直螺线管 (如图 a 所示)，
该螺线管产生的强磁场被用来偏转运动带电粒子以达到对其动量的测量等目的。如图 b 所示，
该螺线管长 12m，半径是 3m，共 2000 匝。问：

1. 如图 c 为电子在螺线管横截面内飞行示意图，实际测量电子的动量时，是通过电子飞行的
轨迹的圆弧的“矢”(英文 sagitta，即图中的 s) 来推算电子的动量的。由于对电子的轨迹
的测量有一定的误差，因此需要 s 尽可能大以减少对其动量测量的误差。假设电子的能量
为 30 GeV(1 GeV = 1.6 × 10−10 J)，且假定图 c 中磁场近似为均匀磁场且与纸面垂直，若
要求图中的 s > 4.5 cm，所需的磁场 B 至少要多大？

2. 对于如图 b 所示的真实的有限长螺线管，如果要在螺线管中心点产生第 1) 问中所需的磁
场值，需要在线圈中通多大的电流？

a. 螺线管照片 b. 螺线管尺寸示意图 c. 电子在螺线管横截面内飞行

6.2: 位于瑞士和法国交界处的大型强子对撞机 (LHC) 上最大的粒子探测器叫 ATLAS，该探
测器依靠强磁场改变运动的带电粒子的轨迹以达到测量粒子的动量等目的。在该探测器的磁场
系统中，有一个大型环形螺线管 (Toroid)，如图 a 所示，该环形螺线管由 8 个超大的矩形电流
环组成，现在我们来研究单个矩形电流环产生的磁场情况：

1. 如图 b 所示，每个矩形电流环有 100 匝导线，每匝导线是长 25m 宽 5m 的矩形，每匝导
线中的电流为 20000A，求该线圈在其中心点 O 产生的磁感应强度 B 的值。

2. 如图 c 所示，若每匝导线的横截面是一个小圆，100 匝导线均匀缠绕之后其总横截面的包
络线近似是一个半径为 10cm 的圆。若不考虑矩形顶点附近 (即电流拐弯处) 的磁场变化
情况，请分析这个矩形线圈产生的磁场 B 在什么位置最强，并具体计算磁感应强度 B 的
最大值。

a. 螺线管照片 b. 矩形电流环尺寸示意图 c. 线圈截面示意图
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6.3: 一个半径为 R 的均匀带电球面，电荷面密度为 σ，球面绕 z 轴旋转，角速度为 ω，求其
在球内外各点产生的磁矢势 A⃗(r⃗)，及在球面内部各点的磁感应强度 B⃗(r⃗)。
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从日常现象到基本规律，静磁学与静电学存在非常多的相似点。与电荷会吸引轻小物体类
似，磁铁也会与原本不具备磁性的物质之间存在相互作用力，比如，生活中常见的磁铁吸引铁
一类的物质的现象。与静电现象不太一样的是，并不是所有的物质都会被磁铁吸引，比如，电
动悬浮类磁悬浮列车，列车上原本没有磁性的超导体会被轨道产生的磁场排斥而悬浮起来。本
章的主要目的，就是试图从微观和数学上去理解这些常见的磁场与物质的相互作用。

我们将首先从微观层面分析磁场中的物质的磁化规律，借助物质中的带电粒子在外
加磁场中由于圆周运动等原因产生磁偶极矩这一图像，去理解不同种类的物质（逆磁物
质、顺磁物质）中的磁偶极矩产生的磁场与外加电场的关系。与静电学中的极化强度矢量
类似，我们将定义磁化强度矢量 M⃗ 这个量去定量表征物质的磁化现象，并将磁化强度
矢量与我们熟知的电流密度及其对应的磁场等宏观可观测量进行联系，去定量的研究物
质的存在对磁场的改变。为了方便求解有物质存在时的磁感应强度分布，我们还会定义
磁场强度 H⃗ 这一物理量，使我们在某些简单情况下能直接从传导电流出发得出最终的磁
感应强度分布，跳过分析物质中的磁偶极矩对应的磁场这一中间环节。由于磁化面电流
的存在，在物质分界面的两侧存在磁感应强度 B⃗ 和磁场强度 H⃗ 的不连续性，因此我们
还将学习在介质中的静磁场的边值关系，从而在整个区域求解磁场。

7.1 物质的磁化规律

在物质的微观层面，物质内部能够产生磁场的基本源头主要有两个：

1. 一个是电荷（如物质中的核外电子）的运动，比如，电子做圆周运动（可以是绕原子核做
圆周运动也可以是自由电子的圆周运动）可以等效为一个环形电流，根据圆周运动的速度
和半径可以计算出相应的磁偶极矩 m = IS = qvπR2，从而可以计算出该磁偶极矩产生
的磁场。比如，核外电子在其轨道中围绕原子核运动，其对应的磁偶极矩被称为轨道磁矩
（orbital magnetic dipole moment），从经典电磁学角度可以理解为电子运动可以等效为一
个环形电流对应的磁矩；而从量子力学角度，其轨道磁矩与轨道角动量成正比，轨道磁矩
的总大小为 µl =

√
l(l + 1)µB，轨道磁矩在某一方向上的投影的平均值为 µl,z = −mlµB，

其中 l, ml 分别为角量子数和磁量子数，µB = eℏ
2me

= 9.27 × 10−24A · m2 为玻尔磁矩。

2. 另一个是像质子、电子这类费米子因自旋而产生的自旋磁矩（spin magnetic dipole mo-
ment），基本粒子的自旋磁矩的大小都是常数，磁矩的方向完全取决于自旋的方向。例如，

137
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电子的自旋磁矩的总大小为 µs =
√

3µB，电子自旋磁矩在某一方向上的投影的平均值为
µs,z = ±µB。

在没有外加电场时，由于上述固有磁矩方向的任意性，绝大部分物质中的宏观磁偶极矩都
是零，因而绝大部分物质本身都不带磁性，正如绝大部分物质都不带净电荷一样。这其中有一
类物质是特殊的例外，那就是铁磁性物质（ferromagnetic materials）。与铁电体存在自发宏观极
化电偶极矩类似，铁磁性物质的自旋磁矩会自发的平行排列，形成磁性很强的磁化区域，存在
自发的宏观磁偶极矩，这就是我们常见的永久磁铁具有自发磁性的原因。

那么，对于绝大部分不存在自发宏观磁偶极矩的物质，它们处于外加磁场中时，其内部的
磁矩会发生怎样的变化呢，变化后的磁矩产生的磁场与外加磁场之间又存在怎样的关系呢？

我们先来分析由电荷（如电子）的运动导致的磁矩在外加磁场中的变化。首先，最简单的一
种情况，是诸如导体中的自由电子（即脱离原子核而自由运动），在外加磁场的作用下，这类原
本做热运动的自由电子会在磁场中做圆周运动1。

如右图所示，假设外加磁场 B⃗ 垂直纸面向里，自由电子在纸面内在外
加磁场的作用下有原本的无规则热运动改为做顺时针圆周运动。在这种情况
下，自由电子的圆周运动形成的环形电流的磁偶极矩显然是垂直纸面向外
的，这一磁偶极矩产生的磁场 B⃗′ 显然也是垂直纸面向外，即 B⃗′ 与外加磁
场 B⃗ 反向。我们把这种在外加磁场的磁化作用下在物质内部产生与外加磁
场方向相反的磁场的性质称为物质的逆磁性（diamagnetism），对应的物质
也称为逆磁性物质（diamagnetic materials）。

在导体中，由于有大量的自由电子，这些自由电子在外加磁场的作用下都会有磁场诱发的
圆周运动，因而会产生宏观的逆磁效应。想象一下给导体施加外加磁场的是一个永磁体，那么
由于逆磁效应，在靠近永磁体 N 极的地方物质会变成 N 极，因而物质与靠近的永磁体之间会
有一定的排斥力。这其中，一个极端的例子便是超导体，超导体由于逆磁效应产生在其内部产
生的磁场会与外加磁场完全抵消（正如导体在外加电场中在其内部产生的极化电场与外加电场
完全抵消一样），这一现象于 1933 年被德国人迈斯纳（Walther Meissner）首先发现，因此也被
称为迈斯纳效应。由于这一效应，如果在超导体下方放置一块磁铁，超导体会悬浮于磁铁上方，
有些磁悬浮列车就是根据这一原理来工作的。

实际上，即使是围绕原子核做轨道运动的轨道电子，也会产生一定程度的逆磁性。想象一
个原本围绕原子核在纸面做顺时针轨道运动的电子，我们知道其轨道磁偶极矩应该是垂直纸面
向外，此时，如果施加一个垂直纸面向内的外加磁场，那么外加磁场施加给电子的洛伦兹力将
指向圆心，即电子的向心力增加了，此时若轨道半径不变，那电子的运动速度必然增加，从而会
增加原本就垂直纸面向外的磁偶极矩，即电子的磁偶极矩的变化 ∆m⃗ 与外加磁场方向相反；同
理，若外加磁场的方向是垂直纸面向外，那么电子会减少原本垂直纸面向外的磁偶极矩，或者
说电子的 ∆m⃗ 与外加磁场方向相反。由于这个原因，所有的物质都存在不同程度的逆磁性。

1这一过程除了改变原本做无规则热运动的自由电子的运动方向使其做圆周运动外，还有可能给电子做功驱动电
子运动使其速度变快，而这一驱动的能量来源并不是磁场，因为磁场的洛伦兹力本身不做功，而是磁场强度在逐渐
随时间增大的过程中产生了电场（见下一章将要学习的电磁感应效应），电场驱动带电粒子运动使其速度增加。
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当然，这并不是物质中磁偶极矩在外加磁场中变化的全貌，因为，
在外加磁场的作用下，物质中的电子等粒子的磁偶极矩除了上文所说的
大小会发生变化，其方向也有可能发生变化。为了从经典的物理图像来
理解这一现象，我们不妨再以闭合平面线圈在均匀磁场中受到的力矩为
例进行分析。如右图所示，假设外加均匀磁场 B⃗ 方向向右，则在安培
力的作用下，矩形线圈将围绕 OO′ 轴转动，AD 边转向纸面内侧、BC

边转向纸面外侧，直到矩形线圈所在平面与 B⃗ 垂直（即矩形电流对应
的磁偶极矩 m⃗ 与 B⃗ 平行且方向相同）时矩形线圈受的力矩将变为零
（即处于平衡态）。

由以上通过经典物理图像的分析，我们知道，在外加磁场的力矩的作用下，闭合平面线圈
的磁偶极矩 m⃗ 的方向会趋向于最终与外加磁场 B⃗ 平行且同向，这本质上是因为当 m⃗ 与 B⃗ 同
向时其在磁场中的势能最低；事实上，这一结论对于原子中电子的轨道磁矩和自旋磁矩同样适
用，即：如果电子的总磁矩（轨道磁矩和自旋磁矩的矢量和）不为零（通常是由于核外有未成
对的电子），则当有外加磁场存在时，电子的磁矩方向将会倾向于变成与外加磁场同向。当电
子的磁矩的方向倾向于与外加磁场方向同向时，其磁矩产生的磁场 B⃗′（也被称为磁化场）将与
外加磁场 B⃗ 方向相同，因而物质内部的磁感应强度将增大，我们把这种性质称为物质的顺磁性
（paramagnetism），对应的物质也称为顺磁性物质（paramagnetic materials）。

对于大部分材料而言，其顺磁或者逆磁效应都很微弱（小于 1%），例如，奥斯特在发现电
流对磁针的作用力的实验中曾经尝试过在导线和磁针之间加入玻璃、金属、木头、水、树脂、石
头等各种物质，均不影响作用力的大小。在诸多的物质中，有一类物质对外磁场有较强的响应，
这类物质便是上文中提到的铁磁物质。铁磁物质属于顺磁性物质，这类物质的典型组成元素为
铁、钴、镍等，这三种元素的原子的外层都存在若干个不配对的电子，因此存在非零的自旋磁
矩。铁磁性物质在没有外加磁场的情况下就存在宏观局部的磁偶极矩（磁畴），在外加磁场的作
用下，这些磁畴的排列更加规则（且磁矩往往变成与外加磁场方向相同），最终的作用往往是在
物质内部实现磁场的大大增强。铁磁物质在它又分为硬磁性物质和软磁性物质，其中硬磁性物
质能在没有外加磁场的情况下自发产生强磁场，而软磁性物质在外加磁场的作用下能极大增强
其材料内部的磁场，并接受外加磁场的“操纵”。

7.2 磁化强度矢量 M⃗

与第四章我们在分析有介质存在时计算极化电场一样，当介质位于外加磁场 B⃗0 中时，我们
的一个核心任务，就是计算介质被磁化后产生的磁化场 B⃗′，从而能够计算出有介质存在时的新
的磁场分布（B⃗ = B⃗0 + B⃗′）。在第四章，我们计算退极化场的方法是通过定义极化强度矢量 P⃗

将极化电荷分布与微观层面的电偶极矩联系起来，而后通过极化电荷分布来计算退极化场；同
样的道理，为了计算磁化场 B⃗′，我们也需要先知道物质被磁化后产生的磁化电流分布。那我们
能否像极化强度矢量一样，定义一个跟磁化产生的磁偶极矩有关的类似的量，将宏观层面的磁
化电流分布与微观层面的磁偶极矩联系起来呢？
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我们先来看物质表面的磁化电流，即磁化面电流密度如何计算。如
右图所示，假设在物质的表面某处附近，其内部的磁偶极矩 m⃗ 的方向
为平行表面向上的方向，则我们可以知道在物质表面有水平方向向右的
表面电流。假设表面电流的面电流密度为 K⃗ ′，设在表面高度为 h 的区
域附近有 N 个磁偶极矩为 m⃗ = IS⃗ 的磁偶极子，则 K⃗ ′ 的大小为：

K ′ = NI

h
= Nm

Sh
(7.1)

注意到，上式中的分子 Nm 为底面积 S、高度 h 的的体积内的所有磁偶极子的总磁偶极矩，而
分母 Sh 为对应的体积，因此，如果我们定义单位体积内的磁偶极矩这样一个物理量 M⃗：

M⃗ =
∑

i m⃗i

∆V
(7.2)

则上面所求的面电流密度的大小刚好等于上面定义的这个 M⃗ 的大小，我们把上式定义的这个
物理量 M⃗ 称为磁化强度矢量。

容易看出，对于一般情况，即物质表面附近其内部的磁偶极矩 m⃗ 不与物质表明平行的情况
下，面电流密度的大小为

K ′ = M sin θ (7.3)

其中，θ 为磁偶极矩与物质表面的法向的夹角，写成矢量形式，上式对应为：

K⃗ ′ = M⃗ × n⃗ (7.4)

其中，n⃗ 为物质表面的法向方向的单位矢量。

下面，我们再来分析磁化体电流密度。如下图所示，假设我们想计算在 yz 平面上穿过
ABCD 这个面元 dydz 的磁化电流 I，则我们需要知道该处的磁化体电流密度 J⃗ ′ 的 x 方向
的分量：

I ′ = J ′
xdydz (7.5)

现在的问题是，如何根据上文中定义的磁化强度矢量，来计算出物质中任意一点的磁化体
电流密度 J⃗ ′。让我们依然回到上面这张图，我们知道，只有 z 方向和 y 方向的磁偶极矩所对应
的电流环有可能穿过在 yz 平面上的面元 dydz。如上图的左图所示，我们以 z 方向上的磁偶极
矩 m⃗z 为例：假如 m⃗z 在面元内处处相等，那么我们可知有多少电流向外穿出面元就会有多少
电流向内穿进这个面元，也就是说，只有 m⃗z 在不同的 y 处大小不相等时，才有可能有净电流
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穿出这个面元。如上图所示，假设 m⃗z 在 y + dy 处的值大于其在 y 处的值，则垂直纸面穿出这
个面元的电流为：

I ′ = K ′
y(y + dy)dz − K ′

y(y)dz = (Mz(y + dy) − Mz(y))dz = ∂Mz

∂y
dydz (7.6)

类似的，对于 y 方向上的磁偶极矩 m⃗y 对穿过这个面元的电流的贡献，我们可以看上图的右图
的示意图，可知垂直纸面穿出这个面元的电流为：

I ′ = K ′
z(z + dz)dy − K ′

z(z)dy = (−My(z + dz) + My(z))dy = −∂My

∂z
dydz (7.7)

穿出面元 dydz 的总电流为 m⃗y 和 m⃗z 的贡献之和：

I ′ = ∂Mz

∂y
dydz − ∂My

∂z
dydz = (∂Mz

∂y
− ∂My

∂z
)dydz (7.8)

结合7.5式，可知：
J ′

x = ∂Mz

∂y
− ∂My

∂z
(7.9)

同样的方法，我们可以计算出 y, z 方向的体电流密度：

J ′
y = ∂Mx

∂z
− ∂Mz

∂x
(7.10)

J ′
z = ∂My

∂x
− ∂Mx

∂y
(7.11)

写成矢量的形式为：
J⃗ ′ = ∇ × M⃗ (7.12)

由此，我们便通过定义的磁化强度矢量 M⃗，将微观层面的由外加磁场的磁化产生的物质内
部的磁偶极矩与宏观层面的磁化电流联系了起来。而且，与物质在电场中极化很类似的是，对
于各向同性线性均匀介质，物质的磁化强度矢量 M⃗ 将正比于总磁感应强度 B⃗：

M⃗ ∝ B⃗ (7.13)

而且该比例系数为常数，且只与物质本身的性质有关（不受磁场等因素影响），因此，对于这
类各向同性线性均匀介质，可以通过联合求解如下两个方程组来计算有外加磁场存在的情况下
（即给定传导电流分布 J⃗0）的磁场分布：

∇ × B⃗ = µ0(J⃗0 + J⃗ ′) = µ0(J⃗0 + ∇ × M⃗)

M⃗ ∝ B⃗
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7.3 磁场强度 H⃗

在上一节中，通过磁化强度矢量 M⃗ 的引入，我们将微观层面的磁偶极矩和宏观层面的磁
化电流联系了起来，并得到了有介质存在时磁场的安培环路定理：

∇ × B⃗ = µ0(J⃗0 + ∇ × M⃗) (7.14)

其中，B⃗ 为总磁感应强度，J⃗0 为传导电流密度（即外加磁场的源）。上式也可以写成：

∇ × ( 1
µ0

B⃗ − M⃗) = J⃗0 (7.15)

如果我们定义一个新的辅助物理量 H⃗

H⃗ = 1
µ0

B⃗ − M⃗ (7.16)

则上述安培环路定理也可以写成：

∇ × H⃗ = J⃗0 (7.17)

其对应的积分形式为：

˛
C

H⃗ · dl⃗ =
‹

S⃗
J⃗0 · dS⃗ = I0 (7.18)

我们把7.16式定义的辅助物理量 H⃗，称为磁场强度（magnetic density）。上式关于 H⃗ 的环路定
理对任何介质都是成立的，由该环路定理，可知在磁场分布存在对称性的情况下我们很容易由
传导电流分布得出磁场强度的分布。

对于各向同性线性均匀介质，由于 M⃗ 与总磁感应强度 B⃗ 成正比，因此 M⃗ 也与 H⃗ 成正
比：

M⃗ = χmH⃗ (7.19)

我们把比例系数 χm 称为该介质的磁极化率，根据这一系数，可知 B⃗ 与 H⃗ 之间的关系为：

B⃗ = µ0(H⃗ + M⃗) = µ0(1 + χm)H⃗ (7.20)

我们定义 µr = 1 + χm 为介质的相对磁导率，则：

B⃗ = µ0µrH⃗ = µH⃗ (7.21)

其中，µ = µ0µr 称为介质的磁导率。根据我们本章第 1 节对于顺磁性和逆磁性物质的讨论，我
们知道，对于逆磁性物质，M⃗ 与 B⃗ 反向，因此 χm < 0, µr < 1；对于顺磁性物质，M⃗ 与 B⃗

同向，因此 χm > 0, µr > 1；而对于铁磁性物质，其 µr ≫ 1，且由于迟滞现象其 µr 还与外加
磁场有关，例如：纯铁的 µr 约为 103 量级，镍的 µr 约为 102 量级，而铁镍合金（也称为坡莫
合金，常见成分为 80% 镍和 20% 铁）可达到 104 − 105 量级。
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由此，对于各向同性线性均匀介质，我们可以先根据传导电流分布求出磁场强度 H⃗ 的分
布，而后根据介质的磁导率得到对应的总磁感应强度分布，从而省去了上一节最后提到的通过
M⃗ 求解方程组得到有介质存在时的磁场分布的繁琐过程。

例 7.1
有一个无限长的半径为 R 的圆柱形磁介质，介质的相对磁导率为

µr > 1；介质内有沿轴向（z 轴）的均匀传导电流，传导电流密度为 J⃗0，
求圆柱内外的 B⃗, H⃗, M⃗，以及圆柱内部的磁化体电流密度 J⃗ ′ 和圆柱表
面的磁化面电流密度 K⃗ ′。

解:
由对称性，离轴线距离为 r 处的 H⃗ 大小相等，且方向为该处的圆

周的切线方向。由对半径为 r 的圆周应用 H⃗ 的环路定理：
˛

L
H⃗ · dl⃗ =

∑
I0 ⇒ H =

∑
I0

2πr
(7.22)

因此，

H(r⃗) =


πr2J0
2πr = J0r

2 , r < R,

πR2J0
2πr = J0R2

2r , r > R.
(7.23)

对应的：

M(r⃗) = χmH =

(µr − 1)J0r
2 , r < R,

0, r > R.
(7.24)

B(r⃗) = µH =

µ0µr
J0r
2 , r < R,

µ0
J0R2

2r , r > R.
(7.25)

可见，由于顺磁介质的存在，圆柱内的磁感应强度被增加了，其值是真空情况下的磁感应强度
的 µr 倍；而圆柱外的磁感应强度与真空情况下是一样的。

介质内的体磁化电流密度和面磁化电流密度分别为：

J⃗ ′(r⃗) = ∇ × M⃗ = χm∇ × H⃗ = χmJ⃗0 =

(µr − 1)J⃗0, r < R,

0, r > R.
(7.26)

K⃗ ′ = M⃗(r = R) × n⃗ = −(µr − 1)J0R

2
ẑ (7.27)

易知，介质内的总磁化电流为零，即：

I ′
sum =

˚
J⃗ ′dS +

˛
K⃗ ′dl = (µr − 1)J0πR2 − (µr − 1)J0R

2
2πR = 0
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各物理量的方向如图中示意图所示。

例 7.2
如图所示，有一个半径为 r 的密绕环形螺线管（toroidal

solenoid），总匝数为 N，电流为 I，线圈内部有相对磁导率为 µr

的各向同性线性均匀磁介质，求其内部和外部的磁感应强度。

解:

管内和管外的磁场均存在轴对称分布，在以垂直于纸面过 O 的轴线上任意一点为圆心的圆
周上各点 H⃗ 大小相等，且方向沿圆周的切线方向。由安培环路定理：

H =
∑

I0
2πr

(7.28)

可知，管外的磁场强度 H⃗ 和磁感应强度 B⃗ 均为零。管内磁场强度为：

H = NI

2πr
(7.29)

对应的管内磁感应强度为：
B = µ0µrH = µ0µrNI

2πr
(7.30)

可知，管内的磁感应强度被增加。

由上面的例子可以看出，如果我们在有传导电流的螺线管中装入顺磁性物质，那么螺线管
内的总磁感应强度一定会增加，这是因为顺磁性物质被磁化出的磁化电流产生的磁场将与传导
电流产生的磁场方向相同。对于相对磁导率很高的介质（如软铁磁性材料），当它处于外加磁场
中时，由于介质内部的磁感应强度被增强，使得它附近的磁感应先都被集中到介质内部，在这种
情况下，如果使用这种高磁导率的介质为墙壁做成一个空腔，则当空腔处于外加磁场中时，空
腔内部几乎没有磁场，而在空腔的墙壁内部磁场则被显著增强，从而能够达到对空腔内部进行
“磁屏蔽”的作用。

需要指出的是，对于各向同性线性均匀介质，当没有自由电流（或没有外场）时，其 M⃗

也为零，因而不会有相对应的磁化电流，从而其磁场 B⃗ 和 H⃗ 也为零，因此，对于各向同性
线性均匀介质，只有当外加磁场（即传导电流）存在时，才具备讨论这类介质的磁场的意义。
而对于硬铁磁性物质（即永磁介质），它们在没有外加磁场的情况下就自身会产生磁场，因此
很显然硬铁磁性物质不是各向同性线性均匀介质，上述关于 B⃗, H⃗, M⃗ 之间的线性关系（即
M⃗ = χmH⃗, B⃗ = µH⃗）自然也就不成立。

为了进一步理解不同性质的介质其内部的磁场与外加磁场的关系，我们可以做一个简单的
磁化实验：以上一例题分析过的密绕环形螺线管（或者密绕无限长直螺线管）为例，我们将待
磁化的介质放入螺线管内，螺线管外有密绕线圈。当线圈内电流为零且介质还未被初始磁化时，
介质内部的磁感应强度为零，此时，若逐渐增加线圈内的电流，介质内的磁感应强度 B 也应该
相应的增加，且对于顺磁性介质，当电流较小时 B 增加的速度应该大于真空情形下 B 增加的
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速度，直到介质内所有可用的磁偶极矩均被磁化成与外加磁场平行为止，此时介质内部 M 将达
到饱和不再进一步增加，且其内部的 B 的增加将区域平缓（速度类似于真空情形）；此时，若
逐渐开始降低线圈内的电流，介质内的 B 也会相应的降低，但是不同点在于，当线圈内电流降
为零时，硬铁磁性介质将会有较大 B 的残留（由于“磁畴”在前述过程被磁化了），此时该类
介质便实现了永久磁化变成了永磁体，而软铁磁性介质内部的 B 的残留很小，而对于其他非铁
磁性介质的各向同性线性均匀介质，B 将恢复到零。下图中的 a、b、c 三张示意图表示的便是
这三种不同的介质内部的 B 随线圈中的电流的关系曲线（也可以等价成与介质内部的 H 的关
系曲线，因为密绕环形螺线管或长直螺线管中 H 与传导电流成正比）。以 a 图为例，从 0 点
到 1 点便是上面说的初始磁化阶段；当电流从点 1 开始降到零时，B 将变为点 2 处的值，此
时，若继续降低电流（即将电流反向），B 和 I 的关系曲线将沿着 2 → 3 → 4 这条曲线，直到
介质内部的 M 达到反向饱和为止；此时若降低反向电流直到将电流变为正向，该曲线又将沿着
4 → 5 → 6 → 1 的曲线回到正向饱和点 1。我们把类似该图的从 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 6 → 1
的这条闭合曲线，称为介质的磁滞回线。

a. 硬铁磁性介质 b. 软铁磁性介质 c. 各向同性线性均匀介质

那对于永磁介质，我们如何来计算其产生的磁场呢？首先，不管是何种介质，H⃗ 的定义以
及 H⃗, B⃗ 满足的微分方程是不变的：

H⃗ = B⃗

µ0
− M⃗ , 或 B⃗ = µ0(H⃗ + M⃗) (7.31)

∇ × H⃗ = J⃗0 (7.32)

∇ · B⃗ = 0 (7.33)

将7.31式代入7.33式，可得：
∇ · H⃗ = −∇ · M⃗ (7.34)

当没有传导电流时，7.32式中的 J⃗0 = 0，因此，在没有传导电流的情况下，H⃗ 满足如下方程：

∇ × H⃗ = 0 (7.35)

∇ · H⃗ = −∇ · M⃗ (7.36)

对于永磁介质，如果我们已知其内部的磁化强度矢量 M⃗，我们便可以根据上式求解得出各处的
H⃗ 分布，进而求出各处的磁感应强度分布。同时，我们也注意到，上式两个方程根静电场 E⃗ 满
足的方程非常像（可以把 −∇ · M⃗ 类比成体电荷密度），求解时也可参考静电场的一些方法和结
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论。

例 7.3

有一根无限长永磁棒，其内部磁化强度矢量 M⃗ 为常数且方向与轴向相同（已知），求永磁
棒内外的 H⃗ 和 B⃗。

解:

由7.36式，可知空间各处 H⃗ 满足如下方程：

∇ × H⃗ = 0 (7.37)

∇ · H⃗ = −∇ · M⃗ = 0 (7.38)

即 H⃗ 的散度和旋度都为零，H⃗ 相当于没有“源”，因此 H⃗ 处处为零。永磁棒内部的磁感应强
度为：

B⃗ = µ0(H⃗ + M⃗) = µ0M⃗ (7.39)

永磁棒外部的 B⃗ = 0。

由此可知，当永磁棒的 M⃗ 与无穷长螺线管的 nI 相等时，永磁棒产生的 B⃗ 与无穷长螺线
管产生的 B⃗ 在各处都等价，两者主要区别在与管内的 M⃗ 和 H⃗ 不同：永磁棒内有 M⃗ 无 H⃗，
而无穷长螺线管内有 H⃗ 无 M⃗。

若永磁棒长度有限，则类似于有限长螺线管 B < nµ0I，有限长永磁棒内部的磁感应强度 B

也小于 µ0M。由7.39式，可知在永磁棒内部的周线上 H⃗ 必然与 M⃗ 和 B⃗ 方向相反。而在有限
长永磁棒外部，B⃗ ̸= 0, M⃗ = 0, H⃗ = B⃗/µ0，即永磁棒外部 H⃗ 与 B⃗ 同向。注意到，对于有
限长的永磁棒，其内部 ∇ · M⃗ 依然为零，因此 H⃗ 的散度和旋度在永磁棒内部和外部依然为零，
只不过，在永磁棒的端面，∇ · M⃗ 不为零，因而端面的 ∇ · M⃗ 可以看作是 H⃗ 不为零的源头。

7.4 介质中静磁场的边值关系

与静电场类似，当有介质存在时，要在全部空间求解静磁场，除了直到介质内部静磁场的
基本规律之外，我们还需要知道在介质与介质之间的边界上磁场的边值关系。当有介质存在时，
由于磁化面电流的出现，会导致磁场在表面两侧不连续。下面，我们来分析 B⃗ 和 H⃗ 在介质表
面两侧的大小关系。

我们先来看一下磁感应强度 B⃗ 在介质分界面两侧的边值关系。如下图所示，在介质 1 和介
质 2 的分界面处，设 B⃗ 的法向分量和切向分量分别为 Bn1, Bτ1, Bn2, Bτ3，如下图所示跨过边
界取一个底面为 ∆S（平行于介质表面）、高度为 h（无限小）的圆柱面：
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由 B⃗ 的高斯定理：

0 =
‹

S
B⃗ · dS⃗ = Bn1∆S − Bn2∆S = (Bn1 − Bn2)∆S (7.40)

上式对于任何大小的圆柱面 ∆S 都是成立的，因此：

Bn1 = Bn2 (7.41)

对应的，对各项同性线性均匀介质，由 B⃗ 和 H⃗ 的线性关系 B⃗ = µH⃗，可得：

Hn1
Hn2

= µ2
µ1

(7.42)

关于 H⃗ 的切向分量的边值关系，我们可以通过 H⃗ 的环路定理得出，如下图所示，跨越介
质表面取一个闭合矩形：

当介质表面没有传导电流时，我们有：

0 =
˛

L
H⃗dl⃗ = Hτ1l − Hτ2l (7.43)

因此，

Hτ1 = Hτ2 (7.44)

相应的，对各向同性线性均匀介质，有：
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Bτ1
Bτ2

= µ1
µ2

(7.45)

由上面的分析可知，当介质表面没有传导电流时，介质的分界面两侧的 H⃗ 的切向分量连
续，B⃗ 的法向分量也连续。由这个结论，我们很容易得出另一个推论：当我们在磁场中加入介
质，且介质表面与原本的磁场方向平行时，由于 B⃗ 的法向分量连续，加入介质后分界面两侧 B⃗

的法向分量将依然为零，也加入介质后新的磁场分布在介质表面将仍然与介质表面平行，介质
的加入并不会改变介质内外的磁场的方向；同样的道理，如果我们在磁场中加入介质，且介质
表面与原本的磁场方向垂直，那么，由于 H⃗ 的切向分量的连续性，加入介质后新的磁场分布在
介质表面将仍然与介质表面垂直，介质的加入同样不会改变介质内外的磁场的方向。下面，我
们将利用这一推论，来求解一些有多个介质存在形成分区时的磁场分布。

例 7.4

如图，半径为 R1 和 R3 的无限长共轴圆柱面上分别有沿轴向的大小为 I、方向相反的传导
电流，在 R1 圆柱面内部充满了磁导率为 µ1 的各向同性线性均匀介质，R1 和 R3 之间充满了
两层磁导率分别为 µ2 和 µ3 的各向同性线性均匀磁介质（两介质之间的分界面的半径为 R2），
求空间各处的磁感应强度 B⃗ 和磁场强度 H⃗，以及各介质分界面处的磁化面电流密度 K ′。

解:

设任意一点 P 与轴线的距离为 r，则当介质不存在时（即全部换成真空），P 点的 B⃗ 和
H⃗ 均与该点所在的圆周的切线平行；由于所加的介质的分界面与真空情况下的磁感应强度平行，
因此加入介质后 P 点的 B⃗ 和 H⃗ 仍然与该点所在的圆周的切线平行（事实上，本题由简单的电
流分布的对称性就可以得出 B⃗ 和 H⃗ 处处与该点所在圆周切线平行且同一圆周上大小处处相等
这一结论）。

由 H⃗ 的环路定理，有：

H(r⃗) =
∑

I0
2πr

=


0, r < R1 或 r > R3,

I
2πr , R1 < r < R2,

I
2πr , R2 < r < R3.

(7.46)
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H⃗ 的方向与 R1 处的 I 的方向满足右手定则。由 B⃗ 和 H⃗ 之间的线性关系，有：

B(r⃗) = µH =


0, r < R1 或 r > R3,

µ2I
2πr , R1 < r < R2,

µ3I
2πr , R2 < r < R3.

(7.47)

为了求磁化面电流密度，先求各处的磁化强度矢量：

M(r⃗) = χmH = ( µ

µ0
− 1)H =


0, r < R1 或 r > R3,

(µ2
µ0

− 1) I
2πr , R1 < r < R2,

(µ3
µ0

− 1) I
2πr , R2 < r < R3.

(7.48)

假设 R1 处传导电流 I 的方向为正 z 方向 ẑ，则：以 R1 处的磁化面电流密度 K⃗ ′
1 为例，K⃗ ′

1

为介质 1 的 M⃗1 产生的 K⃗ ′
11 和介质 2 的 M⃗2 产生的 K⃗ ′

21 的和，其中：

1. 介质 1 在 R1 处的表面法向 n⃗11 垂直轴线向外，K⃗ ′
11 = M⃗1(R1) × n⃗11 = 0；

2. 介质 2 在 R2 处的表面法向 n⃗21 垂直轴线向内，K⃗ ′
21 = M⃗2(R1) × n⃗21 = (µ2

µ0
− 1) I

2πR1
ẑ

因此，在 R1 分界面处的磁化面电流密度为：

K⃗ ′
1 = K⃗ ′

11 + K⃗ ′
21 = (µ2

µ0
− 1) I

2πR1
ẑ (7.49)

类似的，在 R2 分界面处的磁化面电流密度为：

K⃗ ′
2 = K⃗ ′

22 + K⃗ ′
32 = M⃗2(R2) × n⃗22 + M⃗3(R2) × n⃗32

= −(µ2
µ0

− 1) I

2πR2
ẑ + (µ3

µ0
− 1) I

2πR2
ẑ

= µ3 − µ2
µ0

I

2πR2
ẑ (7.50)

同理，在 R3 分界面处的磁化面电流密度为：

K⃗ ′
3 = K⃗ ′

33 = M⃗3(R3) × n⃗33 = −(µ3
µ0

− 1) I

2πR3
ẑ (7.51)

例 7.5

如图，半径为 R1 和 R2 的无限长共轴圆柱面上分别有沿轴向的大小为 I、方向相反的传导
电流，柱面间的空间被均分成四份，其间填充了四种各向同性线性均匀介质，介质分界面与轴
线垂直，求空间各处的磁感应强度 B⃗ 和磁场强度 H⃗，以及各分界面处的磁化面电流密度 K ′ 和
传导面电流密度 K⃗0。
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解:

设任意一点 P 与轴线的距离为 r，则当介质不存在时（即全部换成真空），P 点的 B⃗ 和
H⃗ 均与该点所在的圆周的切线平行；由于所加的介质的分界面与真空情况下的磁感应强度垂直，
因此加入介质后 P 点的 B⃗ 和 H⃗ 仍然与该点所在的圆周的切线垂直。

由于 B⃗ 的法向分量在介质分界面连续，因此在同一 r 处的圆柱面各点上四种介质内的 B⃗

处处大小相等（设值为 B(r⃗)），由 H⃗ 的环路定理，有：

∑
I =
˛

L
H⃗ · dl⃗ =

∑
i

B(r⃗)
µi

1
2

πr (7.52)

得：

B(r⃗) = 2
∑

I

πr
∑ 1

µi

=


0, r < R1 或 r > R2,

2I
πr

∑
i

1
µi

, R1 < r < R2.
(7.53)

对应的各区域的磁场强度为：

Hi(r⃗) = B(r⃗)/µi =


0, r < R1 或 r > R2,

2I
πrµi

∑
j

1
µj

, R1 < r < R2.
(7.54)

B⃗ 和 H⃗ 的方向与 R1 处的 I 的方向满足右手定则。为了求各分界面的磁化面电流密度，先
求各处的磁化强度矢量：

Mi(r⃗) = ( µ

µ0
− 1)Hi(r⃗) =


0, r < R1 或 r > R2,

( µi
µ0

− 1) 2I
πrµi

∑
j

1
µj

, R1 < r < R2.
(7.55)

M⃗i(r⃗)的方向与该处圆周的切线方向平行，因此，在四个介质之间的分界面上，K⃗ ′ = M⃗ ×
n⃗ = 0，只有在介质与真空的分界面上有磁化面电流。
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在 r = R1 处：
K⃗ ′

i(R1) = Mi(R1)ẑ = ( µi

µ0
− 1) 2I

πR1µi
∑

j
1

µj

ẑ (7.56)

在 r = R2 处：
K⃗ ′

i(R2) = −Mi(R2)ẑ = −( µi

µ0
− 1) 2I

πR2µi
∑

j
1

µj

ẑ (7.57)

由 H⃗ 的高斯定理，可知在 r = R1 和 r = R2 处的传导面电流密度为：

K⃗0,i(R1) = Hi(R1)ẑ = 2I

πR1µi
∑

j
1

µj

ẑ (7.58)

K⃗0,i(R2) = −Hi(R2)ẑ = 2I

πR2µi
∑

j
1

µj

ẑ (7.59)

容易验证，各分界面处的总面电流密度相等，即：

K⃗ ′
1(R1) + K⃗0,1(R1) = K⃗ ′

2(R1) + K⃗0,2(R1) = K⃗ ′
3(R1) + K⃗0,3(R1) = K⃗ ′

4(R4) + K⃗0,4(R1) (7.60)

K⃗ ′
1(R2) + K⃗0,1(R2) = K⃗ ′

2(R2) + K⃗0,2(R2) = K⃗ ′
3(R2) + K⃗0,3(R2) = K⃗ ′

4(R2) + K⃗0,4(R2) (7.61)

因此，这也进一步验证了同一 r 处 B⃗ 与圆周的切线平行且大小处处相等这一结论。

习题

7.1: 证明：在各向同性线性均匀磁介质中，无传导电流处也无磁化电流。

7.2: 有一均匀磁化的介质球，求内部的磁化强度矢量为 M⃗，求球内部各处的 H⃗ 和 B⃗。

7.3: 已知均匀载流无限大厚平板，其内部的传导电流密度为 J⃗0，方向沿 −z 方向，平板的相
对磁导率为 µr，求空间各处的磁感应强度，以及平板内的磁化体电流密度 J⃗ ′ 和平板表面的磁
化面电流密度 K⃗ ′。

7.4: z = 0 的无限大平面将两个各向同性线性均匀介质隔开（z > 0 和 z < 0 的区域的磁导率
分别为 µ1 和 µ2），在分界面上的 y = ±a 处分别有两个无限长直通电导线，两根导线中的电流
方向相反（分别为 ±x 方向），大小均为 I，求空间各处的 B⃗。
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第八章 电磁感应

1820 年奥斯特关于电流对磁针的作用力的发现使人类第一次证实电现象和磁现象之间存在
紧密的联系，在这一现象发现的当年，大量的物理学家对电流产生磁场这一现象进行了研究。随
后的几年中，物理学家们一直在试图寻找电和磁之间的另一种反向联系，即磁场是否能够产生
电流。这一问题的答案直到 1831 年才由法拉第发现的电磁感应现象给出。

本章将回顾法拉第关于变化的磁场产生电流这一电磁感应现象的发现，并定量得出
变化的磁场产生的对电荷运动的驱动力及与之对应的非静电力场，也就是所谓的感生电
动势和感生电场。通过感生电场的引入，我们将进一步完善我们对电场的基本规律的认
识（也即下一章要学习的麦克斯韦方程组的其中两个方程）。在此基础上，我们还将具体
分析由于线圈中电流的变化导致的其自身或者附近的另一个线圈中产生的感生电动势这
一具体案例，也就是所谓的自感和互感现象，并认识电感器这一常见的电子元器件。最
后，我们还将借助感生电动势做功这一现象来分析线圈中的能量，并推导出磁场的能量
和能量密度的一般表达式。

8.1 电动势

在学习法拉第发现的由于磁场的变化驱动电荷运动从而产生电流这一电磁感应现象之前，
我们有必要先定量的来表述电流形成的驱动力。为此，我们不妨以下图所示的由一个电源和一
个电阻构成的一个简单电路为例来分析这一驱动力。

我们知道，在上面这个电路中，电流的方向是从电源的正极出发，经过电阻 R，回到电源负极，
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而后在电源内部电流的方向是从电源负极到电源正极；与之对应的，电路中的电子的运动方向，
则是从电源负极出发，经过电阻 R，回到电源正极，而在电源内部则是从电源正极运动到电源
的负极。那么，使电子进行上述定向运动的驱动力是什么呢？

显然，在电源外部，即从电源正极经过电阻 R 到电源负极这一段，电子运动的驱动力是静
电场 vE。比如，在上图中的电阻 R 内部，E⃗ 的方向是从图中的 b 点指向 a 点，对应的，电子
的运动方向是从 a 点向 b 点运动。在稳恒电路中，电子受到的来自 E⃗ 的电场力将与它受到阻力
（比如与原子发生碰撞）平衡，因而平均来看电子发生的是速度恒定的定向漂移运动，其速度或
者与之对应的电流 I 或电流密度 J⃗ 可以用欧姆定律来描述：

U = IR (8.1)

或者写成微分形式：
E⃗ = J⃗ρ (8.2)

其中，R 为电阻，ρ 为对应的电阻率。

那么，在电源内部，电子运动的驱动力是什么呢？显然，在电源内部，静电力非但不是电子
运动的驱动力，反而是阻碍电子运动的阻力，因为电子在电源内部时从正极运动到负极的，电
子受到的静电力与运动方向相反。因此，在电源内部必然存在一个能与静电力（以及与电源内
阻有关的阻力）抗衡的非静电力，使电子发生从正极到负极的定向运动；相应的，在电源内部，
电子从正极运动到负极的过程中，这一非静电力必然需要给电子做功，其做功总量 Ane，等于电
子的静电势能的增加量以及电子克服碰撞阻力做的功：

Ane = qU + qJρrL = qU + qIr (8.3)

其中，r 为电源内阻，ρr 为对应的电阻率，I 为电源内部的电流，并且我们假定这里是电源放电
时的情况（对于电源充电的情况，电源内部电流方向为从正极到负极，上式中的 I 应该为负值，
下同），U 为电源的正负极之间的电势差：

U = U+ − U− =
ˆ −

+
E⃗ · dl⃗

与静电场 E⃗ 相对应，我们把这一静电力对应的场，称为电源中的非静电场 E⃗ne，因此，电荷 q

在电源内部的受力为：
F⃗合 = q(E⃗ + E⃗ne − J⃗ρr) (8.4)

对于稳恒电流，其内部电荷受到的合力为零，即：

E⃗ne = J⃗ρr − E⃗ (8.5)

与静电场的电势这一物理量相对应，我们把电源的这一非静电驱动力对单位负电荷从正极
搬到负极做的功（或者对单位正电荷从负极搬运到正极做的功），定义为电源的电动势1，记为

1英文名叫 electromotive force, 或 emf，但是显然这个量并不是力，而是与电势的量纲相同的量，因而电动势这
一中文名更为贴切。
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E：

E = dAne
dq

= U + Ir =
ˆ +

−
E⃗ne · dl⃗ (8.6)

根据这个定义，我们知道，电动势的正方向是从负极到正极，也就是电源的电势升高的方向，这
与电源的电势的正方向刚好相反。对应的，其非静电场 E⃗ne 的方向也是从电源的负极指向正极，
这与电源中静电场 E⃗ 的方向刚好相反。

电源中的非静电力，对不同类型的电源可以有不同源头，比如对电池来说是化学反应造成
的，而我们日常生活中还有一种常见的非静电力来源，那就是发电机里的洛伦兹力。如下图所
示是发电机的原理示意图，其通过机械能，使导线切割磁感线运动，假设导线运动方向与磁场
方向垂直，速度为 v⃗，则导线内电荷 q 受到的洛伦兹力为：

F⃗Lorentz = qv⃗ × B⃗ (8.7)

该洛伦兹力的作用，便是搬运导线中的电荷，比如上图中，该洛伦兹力会将负电荷从正极搬运
到负极，而这正是我们上文中提到的电源中的非静电力做的事情，因此，这里的洛伦兹力，便
是发电机这个电源对应的非静电力，其对应的非静电场的大小为：

E⃗ne = F⃗Lorentz
q

= v⃗ × B⃗ (8.8)

对应的电动势为：

E =
ˆ +

−
E⃗ne · dl⃗ =

ˆ +

−
(v⃗ × B⃗) · dl⃗ (8.9)

我们把这种由于导线在磁场中切割磁感线的运动产生的电动势，称为动生电动势（motion emf）。

例 8.1
如图所示，有一半径为 R 的导体圆盘，绕其圆心在垂直磁场

B⃗ 的平面做角速度为 ω 的匀速转动。若将圆盘的圆心和圆盘的最
外围作为电源的两极，求该电源的电动势。

解:

图中，圆盘的圆心为电源负极，外围为电源正极，其电动势为：
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E =
ˆ +

−
(v⃗ × B⃗) · dl⃗ =

ˆ R

0
v(r)Bdr =

ˆ R

0
ωrBdr = 1

2
ωBR2 (8.10)

8.2 法拉第电磁感应定律

实际上，通过上一节学习的动生电动势，我们其实已经找到了磁场产生电流的一种方法，那
就是让导线在磁场中做切割磁感线运动。只不过，历史上，洛伦兹力是 19 世界末才由荷兰物理
学家洛伦兹提出来的，而法拉第首次发现磁场产生电流的电磁感应定律，是在 1831 年，在法拉
第的发现之前人们还没有认识到导线切割磁感线可以产生电流的这一方法。

在 1820 年奥斯特发现电流能产生磁场之后，英国物理学家迈克尔 · 法拉第（Michael Fara-
day，1791-1861）受此启发，花了十余年的时间尝试寻找磁场产生电流的方法。最终，在 1831
年，法拉第通过一系列关键性实验，发现了变化的磁场能在导体中产生感应电流这一现象。

在法拉第的发现之前，当时研究电磁学的科学家就已经发现了一些电磁感应的早期迹象，这
其中比较著名的是法国物理学家阿拉果设计的阿拉果圆盘实验：在一个可以绕其中心轴自由旋
转的导体圆盘下方或上方，放置一个磁铁，当磁铁保持不动使，圆盘不会旋转，但是当磁铁开
始旋转时，圆盘也会跟着旋转，而且圆盘旋转的方向与磁铁旋转的方向相同（类似的，旋转圆
盘时，磁铁也会跟着旋转）。这一实验让当时的科学家们意识到，磁场与运动的导体之间存在某
种相互作用，这种作用与传统的磁力吸引或排斥不同（因为圆盘本身没有磁性、且没有主动给
它通电使之产生磁场）。

1831 年 11 月，法拉第在英国皇家学会宣读了他的实验研究报告，题目为《电学实验研究》，
该报告系统阐述了他通过一系列实验研究发现的电磁感应现象：

1. 一个线圈中有随时间变化的电流（比如突然接通或断开电路）时，旁边的另一个线圈中会
产生感应电流；

2. 运动的磁铁会使旁边的线圈产生感应电流；

3. 他还进一步研究了阿拉果圆盘实验，将圆盘的圆心和边缘链接到电流计上，发现当圆盘在
磁铁中旋转时，电流计会有持续的电流（即上一节例8.1提到的圆盘，也叫法拉第圆盘）。

1832 年，法拉第通过进一步实验，总结得出：感应电流是由与导体性质无关的感应电动势
（induced emf）产生的，即使不形成导体回路、不存在感应电流，但感应电动势却仍然有可能存
在，而且，感应电动势产生的原因是由于回路的磁力线根数发生变化：

定律 8.1 法拉第电磁感应定律
当穿过闭合导体回路 L 所限定的面积 S⃗ 的磁通量发生变化时，回路中将产生感应电流，
其对应的感应电动势的大小为：

|E| = |dΦ
dt

| (8.11)



8.2 法拉第电磁感应定律 157

其中，磁通量（magnetic flux）的定义为：

Φ =
¨

S
B⃗ · dS⃗ (8.12)

感应电动势的方向，可以由楞次定律来确定：感应电流的方向，总是使它所产生的磁场来阻碍
引起感应电流的磁通量的变化。因此，上式也可以写成：

E = −dΦ
dt

= − d
dt

¨
S

B⃗ · dS⃗ (8.13)

其中，L 的正方向与 S⃗ 的正方向成右手螺旋关系。

容易看出，上述定律中的闭合回路所对应的曲面 S⃗ 的选取是任意的，只要曲面 S⃗ 是以 L

为周线就可以，而之所以这一选取具有任意性，是因为磁场 B⃗ 满足高斯定理，即对任意两个满
足以 L 为周线的曲面 S⃗1 和 S⃗2，让它们组成一个闭合曲面 S⃗ = S⃗1 − S⃗2（负号表示 S⃗ 的法向
与 S⃗2 法向相反），则由高斯定理：

0 =
‹

S⃗
B⃗ · dS⃗ =

¨
S⃗1

B⃗ · dS⃗ −
¨

S⃗2

B⃗ · dS⃗ ⇒
¨

S⃗1

B⃗ · dS⃗ =
¨

S⃗2

B⃗ · dS⃗ (8.14)

当回路中存在多匝线圈串联时，产生的总感应电动势是每匝线圈的感应电动势的和，即：

E =
∑

i

Ei = − d
dt

∑
i

Φi (8.15)

上式中的总磁通量
∑

i Φi，通常被称为通过线圈的磁链（magnetic flux linkage）Ψ =
∑

i Φi

上一节提到，与电动势对应的，是驱动导体中电荷运动的一个非静电力场。对于法拉第发现
的这一与感应电动势对应的非静电力场，麦克斯韦预言它的本质是一种电场，并且把它称为感
生电场（induced electric field），记为 E⃗感。由法拉第电磁感应定律，E⃗感 是由变化的磁场在其
周围空间激发的。E⃗感 的存在与导体或者闭合回路的存在与否无关；同时，与静电场类似，E⃗感

可以由检验电荷、一小段导体等手段检测出来。此外，与静电场不同的是，E⃗感 是一个涡旋状的
有旋场，根据8.13式，当回路 L 静止时，该式可以写成 E⃗感 在环路 L 上的线积分：

E =
˛

L
E⃗感 · dl⃗ = − d

dt

¨
S

B⃗ · dS⃗ = −
¨

S固定

∂B⃗

∂t
· dS⃗ (8.16)

根据斯托克斯定理，上式可以写成：

¨
S
(∇ × E⃗感) · dS⃗ = −

¨
S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ (8.17)

因此，感生电场的旋度为：

∇ × E⃗感 = −∂B⃗

∂t
(8.18)
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由于 E⃗感 是一个涡旋场，其场线为闭合的环路，没有起点或终点，因而也就不存在发散或汇聚
的点，其散度为零：

∇ · E⃗感 = 0 (8.19)

我们注意到，上面两个公式给出的感生电场 E⃗感 的散度和旋度方程，与静磁场的散度和旋
度的方程非常相似，只要我们将 E⃗感 的旋度的 −∂B⃗

∂t 与 B⃗ 的旋度的 µ0J⃗ 对应起来，那两者的求
解便可以一一对应。比如，我们可以类比静磁场的毕奥-萨伐尔定律，给出感生电场的“毕奥-萨
伐尔定律”的形式：

E⃗感(r⃗) =
˚

V ′
−∂B⃗(r⃗′)

∂t
× r⃗ − r⃗′

4π|r⃗ − r⃗′|3
dV ′ (8.20)

而8.16式关于 E⃗感 的环路积分，则对应的是静磁场的安培环路定理。

我们把变化的磁场激发的感生电场 E⃗感，和由电荷产生的静电场 E⃗静，统称为电场 E⃗：

E⃗ = E⃗感 + E⃗静 (8.21)

其中，E⃗感 无散度，E⃗静 无旋度。根据亥姆霍兹定理，任何电场 E⃗ 都可以分解成一个无散度的
场 E⃗旋 和一个无旋度的场 E⃗势，而这刚好与上式中的 E⃗感 和 E⃗静 对应。

结合感生电场的基本规律（8.18和8.19式）和真空中静电场的基本规律：

∇ × E⃗静 = 0, ∇ · E⃗静 = ρ

ε0
(8.22)

我们很容易得出真空中电场的基本规律：

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(8.23)

∇ · E⃗ = ρ

ε0
(8.24)

而这便是下一章我们将要学习的麦克斯韦方程组的其中两个方程。

例 8.2
如图所示，有一无限长直线电流，其电流随时间变化的关系为

I = I0 sin ωt，其中 I0 和 ω 为常数，I > 0 的方向如图中箭头所示。
在与该直线相距 d 处有一个 N 匝矩形回路，矩形回路与直线电流
共面，长和高分别为 a 和 h。求该回路 L 中的感应电动势（顺时
针方向为 L 的正方向）。

解:
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如图所示进行面积分，可得 t 时刻穿过回路 L 的磁链为：

Ψ(t) = N

¨
S

B⃗ · dS⃗ = N

ˆ d+a

d

µ0I

2πx
ldx = Nµ0I0l sin ωt

2π
ln d + a

d
(8.25)

因此，回路 L 中的感应电动势为：

E = −dΨ(t)
dt

= −Nµ0I0lω cos ωt

2π
ln d + a

d
(8.26)

例 8.3
如图所示，在半径为 R 的区域内有一垂直纸面向内的均匀磁

场 B⃗，其大小随时间以恒定速率变化，求纸面上任意一点 P 的感
生电场 E⃗感。

解:
设 P 点与圆心 O 的距离为 r，以 O 为圆心取一半径为 r 的圆

周 L，则由法拉第电磁感应定律：
˛

L
E⃗感 · dl⃗ = 2πrE感 = −dΦ

dt
(8.27)

得：

E感 = − 1
2πr

dΦ
dt

=

= − 1
2πr πr2 dB

dt = − r
2

dB
dt , r < R,

= − 1
2πr πR2 dB

dt = −R2

2r
dB
dt , r > R.

(8.28)

E⃗感 的方向：当 dB
dt > 0 时，E⃗感 沿逆时针方向。

例 8.4
如图所示为电子感应加速器（Betatron）的原理示意图，磁场

B⃗ 垂直纸面向内且 B 随时间逐渐增大，电子在纸面内顺时针做圆
周运动，由于 B 随时间增大，在电子所在位置产生与电子速度方
向相反的感生电场 E⃗感，电子在运动的过程中被 E⃗感 加速。问：若
要使电子在被加速的过程中其圆周运动的半径保持不变，磁场 B

的空间分布应该满足什么条件？

解:

由洛伦兹力公式，电子做圆周运动应该满足：

mv = qB(R)R (8.29)

其中，B(R) 表示半径为 R 处的磁感应强度大小。电子被 E⃗感 加速满足牛顿第二定律：
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d(mv)
dt

= qE⃗感 = q
1

2πR

dΦ
dt

= q
1

2πR

d
dt

ˆ R

0
2πrB(r)dr (8.30)

定义半径 R 的圆形区域内的平均磁感应强度：

B̄(R) =
´ R

0 2πrB(r)dr

πR2 (8.31)

当电子运动半径保持不变时（即 dR
dt = 0），将8.29式和8.31式代入8.30式，可得：

qR
dB(R)

dt
= qR

2
dB̄(R)

dt
(8.32)

即：
dB(R)

dt
= 1

2
dB̄(R)

dt
(8.33)

当产生磁场的线圈的几何形状不随时间变化时，这意味着任意时刻：

B(R) = B̄(R)
2

(8.34)

即：要想在电子被加速过程中其圆周运动的半径保持不变，我们要求半径为 R 处的磁感应
强度是以 R 为半径的圆内的平均磁感应强度的一半，也即磁感应强度从圆心向外应该逐渐降
低。容易验证，其中一个可能的选择是让 B ∝ 1

r。实际设计的电子感应加速器，往往让电子在
上下两个磁体之间的水平面上做圆周运动，且上下两个磁体之间的距离被设计成中间小、两边
大，使得中间的磁感应强度大、外围的磁感应强度小。

另外，有一点值得注意，那就是当电子的运动方向是顺时针方向、B 垂直纸面向里时，只
有 B 随时间增大电子才会被加速，当 B 随时间减小时电子会被减速。因此，这类加速器的一
个特点是电子不可能长时间被加速（因为磁感应强度不可能无限制一直增加），如果磁场是由交
流电驱动，那么电子只会在 1/4 个周期内被加速（对应于 B⃗ 垂直纸面向内且 B 随时间增大的
时间窗口），而后就应该被立即引出加速器送往需要高能电子的仪器中被使用。此外，电子能够
被加速到的最高速度（或最高能量）取决于磁感应强度最高能达到多高，而一般实验室中能实
现的磁感应强度是有限的，大多在 O(1 T) 量级。例如，根据8.29式，假设半径 R 处的磁感应
强度最高能达到 Bmax，则电子能被加速到的最大动量为：

pmax = qBmaxR (8.35)

假设 Bmax = 1 T，电子圆周运动的半径为 1 m，则：

pmax = 1.6 × 10−19 × 1 × 1 kg · m/s = 300 MeV/c (8.36)
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此外，对于如此高能量的电子，在做半径 1 m 这种量级的圆周运动时，其向心加速度会使
得电子以发出辐射光的形式损失大量能量，因此实际电子能获得的最高能量将小于上面计算所
得。要想显著减少这种能量损失，必须极大的增加电子的拐弯半径（km 量级），而显然在更大
尺度范围内实现强磁场的全覆盖是不太现实的。因此，若想将电子加速到更高能量（GeV 量级
甚至更高），一般采用其他类型的加速器，比如直线加速器或者同步加速器（Synchrotron）。其
中，同步加速器与第六章提到的回旋加速器有一定的相似性，都是利用静电场对粒子进行加速，
而后利用磁场改变粒子的运动方向；不同点在于，同步加速器中粒子的运动轨道是固定的，而
做到这一点的关键在于使用变化的磁场而不是回旋加速器中恒定的磁场，随着粒子能量的提高，
加速电场和偏转磁场都做相应的改变，以使得粒子每次经过电场时都得到最佳的加速、每次经
过磁场时偏转的半径都一致。这种用分段的不同设备分别对电子进行加速和偏转，也方便对辐
射损失进行调节。当前世界上最大的粒子加速器大型强子对撞机（LHC）及其前身大型正负电
子对撞机（LEP），以及中国科学家提出的计划在中国建造的环形正负电子对撞机（CEPC）都
是使用了同步加速器这一基本设计思路。

8.3 电感器与电感

法拉第电磁感应定律，除了广泛被应用于发电机中外，另一个非常常见的应用便是通过两
个线圈之间的相互感应制作成的变压器。要想理解变压器等器件的工作原理，我们需要分析两
个线圈中由于其中一个线圈的电流的变化对另一个线圈或其自身产生的影响，而这便是本节将
要学习的线圈的互感现象和自感现象。

如下图所示，假设有两个靠得比较近的线圈 1 和 2，它们中的电流分别为 I1 和 I2，由磁矢
势，我们可以计算出线圈 1 产生的磁场在线圈 2 中的总磁通量（磁链）：

Ψ21 = N2

¨
S2

B⃗1 · dS⃗ = N2

¨
S2

(∇ × A⃗1) · dS⃗ = N2

˛
L2

A⃗1 · dr⃗2

= N2

˛
L2

(˛
L1

µ0N1I1dr⃗1
4π|r⃗2 − r⃗1|

)
· dr⃗2 = µ0N2N1I1

4π

˛
L2

˛
L1

dr⃗1 · dr⃗2
|r⃗2 − r⃗1|

(8.37)

可知，当线圈 1 中的电流变化时，线圈 2 中的磁通量也会发生相应的变化，因而会在线圈
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2 中产生感生电动势：

E21 = −dΨ21
dt

= −µ0N2N1
4π

˛
L2

˛
L1

dr⃗1 · dr⃗2
|r⃗2 − r⃗1|

dI1
dt

(8.38)

令：

M21 = µ0N2N1
4π

˛
L2

˛
L1

dr⃗1 · dr⃗2
|r⃗2 − r⃗1|

(8.39)

则：
Ψ21 = M21I1 (8.40)

E21 = −M21
dI1
dt

(8.41)

即，一个线圈中电流的变化，会在另一个线圈中产生感应电动势，我们把这种现象，称为互感
现象，产生的电动势，称为互感电动势。在线圈 2 中产生的感应电动势的大小，与线圈 1 中的
电流随时间变化的速率称正比。而上式中的比例系数 M21，称为线圈 1 对线圈 2 的互感系数
（mutual inductance）。

类似的，可以得出，当线圈 2 中电流变化时，线圈 1 中产生的互感电动势为：

E12 = −M12
dI2
dt

(8.42)

其中，

M12 = µ0N1N2
4π

˛
L1

˛
L2

dr⃗2 · dr⃗1
|r⃗2 − r⃗1|

(8.43)

可以看出，M12 和 M21 都只跟两个线圈的形状、大小、匝数、相对位置等有关，与线圈中
的电流无关2。而且，由积分顺序可交换，很容易看出：

M12 = M21 = M (8.44)

例 8.5

如图所示，一个长直螺线管内部放有一个半径为 r 的圆环，圆环与螺线管的横截面在同一
平面，且圆环的圆心位于螺线管的轴线上。求螺线管与圆环之间的互感系数。

2这个结论只对没有铁磁介质的情况成立，当有铁磁介质时，互感系数与电流有关。
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解:

螺线管产生的磁场在圆环中的磁通量为：

Φ = Bπr2 = µ0nIπr2 (8.45)

因此，两者之间的互感系数为：

M = Φ
I

= µ0nπr2 (8.46)

例 8.6
如图所示为一个理想变压器的示意图，初级线圈和次级线圈的

匝数分别为 Np 和 Ns。假定铁芯不漏磁（即铁芯任意两个横截面
上的磁通量都相等），请证明：初级线圈两端电压 Up 和次级线圈
两端电压 Us 的关系为：

Up

Us
= Np

Ns
(8.47)

证明:

假设任意时刻，铁芯中的磁通量为 Φ(t)，则初级和次级线圈中的总磁通量分别为：

Ψp(t) = NpΦ(t), Ψs(t) = NsΦ(t) (8.48)

理想情况下，假设线圈内如 r = 0，则线圈两端的电压的大小等于线圈产生的电动势的大小
（见8.6式），即：

Up = |Ep| = |dΨp(t)
dt

| = Np|dΦ(t)
dt

| (8.49)

Us = |Es| = |dΨs(t)
dt

| = Ns|dΦ(t)
dt

| (8.50)

上面两式相除，可得：
Up

Us
= Np

Ns
(8.51)

一个线圈中的电流产生的磁场，不仅会在周围其他线圈中有磁通量，它在它自身中也会有
磁通量，且与上述结果类似，其在自身中产生的总磁通量也与其电流成正比：

Ψ = LI (8.52)

当线圈中的电流发生变化时，它自身中的磁通量也会发生变化，相应的，也会在其自身中产生
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感生电动势:
E = −d(Ψ)

dt
− L

dI

dt
(8.53)

我们把这个比例系数 L，称为线圈的自感系数（self-inductance），或简称自感，大多数时候我
们也直接称之为电感（inductance）。

例 8.7

求半径为 r 的长直螺线管的单位长度的自感系数。

解:

螺线管内部的磁感应强度为：
B = µ0nI (8.54)

因此，长度为 l 的螺线管的总磁通量为：

Ψ = nlΦ = nlBS = nlµ0nIπr2 (8.55)

得单位长度的螺线管的自感系数为：

L0 = 1
l

Ψ
I

= n2µ0πr2 (8.56)

例 8.8

有一同轴电缆，内芯和外壳通有大小相等、方向相反的电流，内芯和外壳的半径分别为 R1

和 R2。假设内芯只有导体表面有电流（高频近似），且外壳厚度忽略不计，求单位长度电缆的
自感系数。

解:

如下图所示，截取长度为 l 的一段电缆进行计算：
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该无限长电缆可以想象成内芯和外壳在无穷远处相连接组成闭合回路，由题目的假定条件
可知内芯内部和外壳外部都没有磁场，因此，闭合回路所限定的面积中有磁通量的部分，只是
是电缆的轴线所在的任意一个平面与 R1 和 R2 之间围成的矩形这部分。在所截取的长度为 l 这
一段，则对应一个长为 l、宽为 R2 − R1 的矩形。下面求穿过这个矩形的磁通量。

首先，由安培环路定理，可以求出两柱面间任意一点的磁感应强度：

B(r) = µ0I

2πr
(8.57)

其方向与 ẑ 成右手螺旋关系。在上述所截取的长度为 l 这段距离对应的矩形内，B⃗ 处处垂
直于矩形所在的平面，因而，其磁通量为：

Φ =
¨

S
B⃗ · dS⃗ =

ˆ R2

R1

B(r)ldr =
ˆ R2

R1

µ0I

2πr
ldr = µ0Il

2π
ln R2

R1
(8.58)

根据自感系数的定义，有：

L = Φ
I

= µ0l

2π
ln R2

R1
(8.59)

因此，单位长度的自感系数为：

L0 = L

l
= µ0

2π
ln R2

R1
(8.60)

8.4 磁场中的能量

法拉第电磁感应定律中，磁通量的变化产生了电动势，如果此时有导体存在，那最终的效
果便是产生的电动势对导体中的电荷做功。而做功必然涉及到能量的转化，那这一能量经历了
怎样的转化过程呢？比如，发电机中，我们将机械能转化成了电能，变压器中，我们将初级线圈
所在的电路中的能量转化到了次级线圈中，而这些转化都要经过磁场来进行，也就是说，磁场
充当了传递能量的类似“中间商”的角色。那么，作为“中间商”的磁场，是瞬时将能量传递完
成，还是自身可以长时间储存能量呢？

为了分析磁场自身是否可以储存能量，我们可以用电感的放电过程来说明。如下图所示的
电路，当开关 K 从 1 处拨向 2 处之后，电感 L（或电阻 R）中的电流 I 会如何随时间变化呢？
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显然，由于电感的自感电动势 E = −LdI
dt 不能无穷大，因而 I 不能突变到 0，只能逐渐减

小。在 I 减小的过程中，L 两端产生的电动势与 R 两端的电势差应该相等：

IR = E = −L
dI

dt
(8.61)

求解上述方程，可得：
I(t) = I0e− R

L
t (8.62)

也就是说，当开关 K 从 1 处拨向 2 处之后，由 L 和 R 串联组成的电路中存在一个随时间逐渐
减小的电流。很显然，这个电流会在 R 中产生焦耳热，因这一焦耳热的能量来源，就是储存在
线圈 L 的磁场中的能量。

那如何定量的计算磁场中储存的能量呢？在上面这个例子中，有一个很显然的办法，那就
是计算电感放电的整个过程中电阻 R 产生了多少焦耳热，而后由能量守恒便可得出磁场中储存
的能量。电阻 R 中产生的焦耳热为：

W热 =
ˆ ∞

0
I2(t)Rdt =

ˆ ∞

0
I2

0 e− 2R
L

tdt = 1
2

LI2
0 (8.63)

其中 I0 为波动开关的那一刻线圈 L 中的电流，可知，电流为 I 的线圈产生的磁场中的能量为：

Wm = 1
2

LI2 (8.64)

当然，我们也可以从线圈产生的电动势做功的角度来计算线圈中储存的能量，在 dt时间内，
电动势做功为：

dAm = ELIdt = −L
dI

dt
Idt = −LIdI (8.65)

因此，线圈中的磁场能量为：

Wm =
ˆ

dAm = −
ˆ 0

I
LIdI = 1

2
LI2 (8.66)

上式中我们得到的，是线圈产生的磁场的总能量。与电场类似，该总能量分布在所有磁场
存在的空间，那我们能否像静电场的 we = 1

2D⃗ · E⃗ 那样，找出磁场的能量密度呢？我们不妨计
算最简单的情形，即单个线圈（即单个闭合电流回路）产生的磁场对应的能量密度，对于单个
闭合电流回路产生的磁场，我们可以用这个闭合回路的磁通量 Φ 代替上式中的 LI，可得：

Wm = 1
2

ΦI (8.67)

将 Φ 写成磁场面积分的形式，可得：

Wm = 1
2

I

¨
S

B⃗ · S⃗ (8.68)
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利用 B⃗ = ∇ × A⃗，上式可写成：

Wm = 1
2

I

¨
S
(∇ × A⃗) · S⃗ = 1

2

˛
L

A⃗ · Idl⃗ (8.69)

将 Idl⃗ 写成电流密度体积分 J⃗dV 的形式，可得：

Wm = 1
2

˚
V

A⃗ · J⃗dV (8.70)

将 ∇ × B⃗ = µ0J⃗ 代入上式，可得：

Wm = 1
2µ0

˚
V

A⃗ · (∇ × B⃗)dV (8.71)

利用散度的叉乘恒等式 ∇ · (A⃗ × B⃗) = B⃗ · (∇ × A⃗) − A⃗ · (∇ × B⃗)，上式可写成：

Wm = 1
2µ0

[˚
V

B⃗ · (∇ × A⃗)dV −
˚

V
∇ · (A⃗ × B⃗)dV

]
= 1

2µ0

[˚
V

B⃗ · B⃗dV −
‹

S
A⃗ × B⃗dS⃗

]
(8.72)

其中 S 为包围体积 V 的闭合曲面，由于积分空间在全空间，因此 S 为包围全空间的闭合曲面，
即 r → ∞，当 r → ∞ 时，A⃗ × B⃗ 的衰减速度快于 1/r2，因而上式第二项积分为零，即：

Wm = 1
2µ0

˚
V

B2dV (8.73)

即，对应的磁场能量密度可以写成：

wm = B2

2µ0
(8.74)

当存在介质时，由上述推导过程，易得：

wm = 1
2

B⃗ · H⃗ (8.75)

对于多个闭合回路（多个线圈）产生的磁场的能量，由叠加原理易知上述8.75式依然成立，
只要把式中的 B⃗ 和 H⃗ 换成空间中的总磁感应强度和磁场强度就行。

而如果我们要利用类似8.66式的形式求多个线圈的能量，我们依然可以用类似让通电的线
圈同时放电并求解它们产生的电动势做的功的方法来求解总能量，此时，每个线圈产生的电动
势不仅包含自身电流变化产生的电动势，也包含其他线圈的电流变化产生的电动势，即需要同
时考虑自感和互感，最终可得总磁场能量为：

Wm = 1
2

∑
i

LiI
2
i + 1

2
∑

i

∑
j ̸=i

MijIiIj = 1
2

∑
i

IiΦi (8.76)

这与静电能的 We = 1
2

∑
i qiUi 类似。
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例 8.9

有一同轴电缆，内芯和外壳通有大小相等、方向相反的电流，内芯和外壳的半径分别为 R1

和 R2。假设外壳厚度忽略不计，但是不做高频近似（即内芯处处有均匀体电流密度分布），求
单位长度电缆的自感系数。

解:

如下图所示，截取长度为 l 的一段电缆进行计算：

我们用先计算磁场能量的方法来进行计算自感，即：

Wm = 1
2

LI2 ⇒ L = 2Wm

I2 (8.77)

显然，在 r > R2 处，磁感应强度为零，对应的磁场能量也为零。由安培定律，容易计算出
在 r < R1 和 R1 < r < R2 区域（记作区域 1 和 2）的磁感应强度分别为：

B1 = µ0Ir

2πR2
1

(8.78)

B2 = µ0I

2πr
(8.79)

因此，这两个区域的总磁场能量分别为：

Wm1 = 1
2µ0

˚
V

B2
1dV = 1

2µ0

ˆ R1

0
2πrl

(
µ0Ir

2πR2
1

)2
dr = µ0I2l

16π
(8.80)

Wm1 = 1
2µ0

˚
V

B2
2dV = 1

2µ0

ˆ R2

R1

2πrl

(
µ0I

2πr

)2
dr = µ0I2l

16π
= µ0I2l

4π
ln R2

R1
(8.81)

因此，单位长度的电缆的总磁能为：

Wm = Wm1 + Wm2
l

= µ0I2

16π
+ µ0I2

4π
ln R2

R1
(8.82)

因此，电缆的自感为：

L = 2Wm

I2 = µ0
8π

+ µ0
2π

ln R2
R1

(8.83)
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注意到，上述结果中的第二项与例8.8通过磁通量计算自感（且忽略 1 区的磁场）的结果是一致
的。

习题

8.1: 同轴电缆的特征阻抗是描述其电磁特性和信号传输性能的核心参数，在高频近似下，同
轴电缆的特征阻抗可以写成：

Z0 =

√
L

C
(8.84)

其中 L 和 C 分别是单位长度的电感和电容。假设同轴电缆的内芯和外层导电壳之间填充的绝
缘材料的相对介电常数 εr = 4，相对磁导率为 µr = 1，若想制造一个特征阻抗为 50 Ω 的同轴
电缆，其外壳和内芯的半径之间的比值应该为多少？
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第九章 电磁波

1784年发现的库仑定律打开了我们定量研究静电场的序幕，而后于 1820年发现的毕奥 ·萨
伐尔定律奠定了静磁学的基础，由这两个定律出发得出的静电场和静磁场的四个基本方程（电
场、磁场的散度和旋度），正是静电场和静磁场情况下的麦克斯韦方程组。随后于 1831 年发现
的法拉第电磁感应定律，首次实验上证实了电场和磁场的直接联系，并定量给出了变化的磁场
产生电场（感生电场）的形式，进一步完善了电场和磁场的四个基本方程。电磁感应定律使得
人们意识到空间中新的电场的产生可以不依赖于电荷这一传统意义上的来源，而是还可以来源
于空间中变化的磁场；此时，如果变化的电场也能够在空间中产生磁场，那么空间中新的磁场
的产生也可以不依赖于传导电流（运动的电荷）这一传统意义上的来源，而这，正是本章要介
绍的麦克斯韦对位移电流的假设。通过位移电流的引入，麦克斯韦建立了麦克斯韦方程组，统
一了电场和磁场（称为电磁场），使得这电场和磁场的基本方程具有高度对称性，且这两种场可
以相互转化，进而预言了可以在空间中传播的电磁波的存在。

本章将首先介绍麦克斯韦的位移电流的假设，并推导出位移电流的具体表达式。在
此基础上，我们将介绍完整描述电磁场的麦克斯韦方程组，解读该方程组蕴含的丰富物
理信息。而后我们将从麦克斯韦方程组出发，推导出电磁波的波动方程，并分析电磁波传
播的一些基本性质。电磁波的传播伴随着能量的传播，对此，我们将分析电磁场的能量、
能流和动量，以及包括电磁波的传播在内的多种情形下的电磁场的能量流动特征。除此
之外，我们还将分析赫兹发现电磁波的实验，并以偶极子的振荡为例定型介绍电磁场的
产生和辐射机制，并从实际工程和通信的角度分析如何发射和接收电磁波。最后，我们还
将分析电磁波在导体和介质中的传播，并分析电磁波在介质表面的反射和折射，从麦克
斯韦方程组出发推导出光学中涉及到的诸多定律。

9.1 位移电流

其实，早在第六章我们推导静磁场的基本定理，试图从毕奥 · 萨伐尔定律和电荷守恒定律
出发推导出磁感应强度的旋度的时候，我们便推导得出了如下等式（见6.61式）：

∇ × B⃗ = µ0ε0
∂E⃗

∂t
+ µ0J⃗0 = µ0

(
ε0

∂E⃗

∂t
+ J⃗0

)
(9.1)

只不过，由于当时我们研究的是稳恒电流产生的磁场，而稳恒电流产生的电场不随时间变化，因
而上式中的 ∂E⃗

∂t 为零。而当电场随时间变化时，我们注意到，由电荷守恒定律推出的上式中磁场

171
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的源除了传导电流 J⃗0 外，还多了一项量纲与电流密度相同的一项，ε0
∂E⃗
∂t。1862 年，英国物理

学家詹姆斯 · 克拉克 · 麦克斯韦（ames Clerk Maxwell，1831-1879）把这一多出来的项，解释为
“以太的弹性移动”（类似于传导电流是电荷的移动），并把它称为位移电流密度（displacement

current density）：

J⃗d = ε0
∂E⃗

∂t
(9.2)

在各项同性线性介质中，可以用同样的推导方法证明，上述9.1式变为：

∇ × H⃗ = ∂D⃗

∂t
+ J⃗0 (9.3)

对应的位移电流密度为：

J⃗d = ∂D⃗

∂t
(9.4)

与传导电流密度 J⃗0 和传导电流 I 的关系类似，通过某个面积的位移电流密度的积分，则
被称为位移电流（displacement current）:

Id =
¨

S
J⃗d · dS⃗ =

¨
S

∂D⃗

∂t
· dS⃗ (9.5)

例 9.1

铜导线中通有频率为 50 Hz 的交流电 I = I0 cos ωt，求位移电流和传导电流的比值。

解:

由欧姆定律，可知导线中的电场强度的大小为：

E = Jρ = Iρ

S
(9.6)

因此，导线中的位移电流为：

Id =
¨

S
J⃗d · dS⃗ = Sε0

∂E

∂t
= Sε0

ρ

S

dI

dt
= ε0ρωI0 cos(ωt + π

2
) (9.7)

可知，位移电流与传导电流相位相差 90 度。位移电流和传导电流的振幅之比为：

Id

I
= ε0ρω (9.8)

将 ω = 2π × 50Hz，铜的电阻率 ρ = 1.68 × 10−8Ω · m 代入，可得：

Id

I
= ε0ρω = 8.85 × 10−12 × 1.68 × 10−8 × 2π × 50 = 4.7 × 10−17 (9.9)
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由上述计算结果可知，一般情况下，如果电场的变化频率不是很高时，导体内的位移电流与
传导电流相比是微不足道的。当传导电流存在时，想通过观测由位移电流产生的额外的磁场是
几乎不可能的，这也是为什么奥斯特发现电流产生磁场的现象后的几十年（直到麦克斯韦提出
位移电流的假设）一直没人从实验上发现位移电流（或者说观测到由位移电流产生的磁场）的
主要原因。

上述9.3式包含位移电流的磁场基本定理，写成对应的积分形式为：

˛
B⃗ · dl⃗ = µ

(
∂D⃗

∂t
+ J⃗0

)
(9.10)

而这便是包含位移电流的安培定律。事实上，虽然上面的计算表明大多数情况下位移电流远小
于传导电流，但是位移电流与传导电流的最大区别在于位移电流可以在没有导体的自由空间中
存在，即只要有随时间变化的电场的地方就有位移电流，这一最明显的区别在某些情况下使得
我们不得不借助位移电流才能使安培定律得以成立，比如下面这个平板电容器的充放电过程的
例子：

例 9.2

如图所示，稳恒电流 I 给半径为 R 的圆形平行板电容器充电，在两电容极板中间的平行于
极板的一个平面上取一环路 C，取环路 C 所包围的两个曲面 S1 和 S2，其中 S1 位于平行于电
容极板的平面上，S2 穿过负极板的右侧且右侧导线穿过 S2，求：

1. 设穿过 S1 的传导电流 I01 和位移电流 Id1，穿过 S2 的传导电流 I02 和位移电流 Id2，求
I01, I02, Id1, Id2，并证明：I01 + Id1 = I02 + Id2，并由此说明安培环路定理只有在包含位移
电流的情况下才成立；

2. 求电容极板间与两极板距离相等的平面上任意一点 P 的磁感应强度 B⃗。

解:
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1. 由图可知，穿过 S1 曲面没有传导电流，即：

I01 = 0 (9.11)

设电容极板的面积为 S，且忽略边缘效应（即：极板间为均匀电场，其之外的空间无电场），
则穿过 S1 的位移电流为：

Id1 = ε0S
∂E

∂t
= ∂(ε0SE)

∂t
(9.12)

而平板电容器之间的电场强度与极板上的电荷 Q 之间的关系为：

E = σe

ε0
= Q

Sε0
⇒ Q = ε0SE (9.13)

代入9.12式可得：
Id1 = ∂Q

∂t
= I (9.14)

由于极板之间以外的空间没有电场，因此，穿过 S2 的位移电流为零：

Id2 = 0 (9.15)

由图可知，右侧导线穿过了 S2，因此穿过 S2 的传导电流为：

I02 = I (9.16)

综合上述结果，可得：
I01 + Id1 = I02 + Id2 = I (9.17)

由于 S1 和 S2 同为闭合曲线 C 所包围的曲面，因此安培环路定理要求穿过这两个曲面的
电流应该相等（均等于 H⃗ 在环路 C 上的线积分），包含了位移电流的上式显然符合这一
要求；假如不包含位移电流，则穿过 S1 和 S2 的电流分别为：

ΣI1 = Id1 = 0, ΣI2 = Id2 = I (9.18)

这与安培定理的要求矛盾，因此安培定理只有在包含位移电流的情况下才成立。

2. 如图所示，忽略边缘效应，电容极板间的位移电流为均匀分布的电流，位移电流密度为：

J⃗d = Id1
S

= I

S
= I

πR2 (9.19)

设与两极板距离相等的平面与极板的轴线的交点为 O，设 P 与 O 点之间的距离为 r，则
以 O 为圆心，以 r 为半径，在该平面上做圆 C1，则由对称性，该圆上的任意一点的磁感
应强度大小相等，方向平行于圆周的切线方向。因此，P 点的磁感应强度可由安培定理给
出： ˛

C1

B⃗ · dl⃗ = 2πrB = µ0

¨
J⃗d · dS⃗ =


r2

R2 µ0I, r < R,

µ0I, r > R.
(9.20)
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因此：

B =


µ0Ir
2πR2 , r < R,

µ0I
2πr , r > R.

(9.21)

9.2 麦克斯韦方程组

麦克斯韦总结了库仑、安培和法拉第等人的电磁学研究成果，将真空中的电场和磁场的基
本规律（电场的高斯定理、包含感应电场的环路定理，磁场的高斯定理、包含位移电流的环路
定理）总结成了四个基本方程，我们把这四个方程，称为麦克斯韦方程组：

∇ · E⃗ = ρ

ε0
(9.22)

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(9.23)

∇ · B⃗ = 0 (9.24)

∇ × B⃗ = µ0

(
J⃗0 + ε0

∂E⃗

∂t

)
(9.25)

上述方程组对应的积分形式为：
‹

S
E⃗ · dS⃗ =

˚
V

ρ

ε0
dV (9.26)

˛
L

E⃗ · dl⃗ = −
¨

S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ (9.27)

‹
S

B⃗ · dS⃗ = 0 (9.28)
˛

L
B⃗ · dl⃗ = µ0

¨
S

(
J⃗0 + ε0

∂E⃗

∂t

)
· dS⃗ (9.29)

麦克斯韦通过上述方程组，统一了电场和磁场，完善了宏观的电磁场理论。上述四个微分
方程，加上电场和磁场在分界面上的边值关系，以及电场和磁场在介质内的介质方程，联合求
解便可以解决电磁场的一般问题：

1. 边值关系：

Eτ1 = Eτ2 (9.30)

Dn1 − Dn2 = σ0 (9.31)

Hτ1 − Hτ2 = (J⃗0 × n⃗) · τ̂ (9.32)

Bn1 = Bn2 (9.33)
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2. 介质方程：

D⃗ = εE⃗ (9.34)

B⃗ = µH⃗ (9.35)

E⃗ = ρJ⃗0 (9.36)

此外，麦克斯韦方程组表明，变化的磁场可以产生电场，变化的电场也可以产生磁场，也
就是说电场和磁场可以相互转换，这一对称性揭示了电场和磁场本质上是同一种场，即电磁场。
通过下一节的推导我们也可以证明，这一电场和磁场在真空中的相互转换也预言了电磁波的存
在，电磁波在空间中可以不依赖于产生它们的电荷或电流而在真空中进行传播。而且我们还将
从麦克斯韦方程组中得出，电磁波的传播速度与参考系无关（即光速不变性），这一重要事实推
动了爱因斯坦相对论的诞生。因此，麦克斯韦方程组是 19 世纪物理学的里程碑，对物理学和现
代科技的发展产生了深远影响。

9.3 电磁波及其基本性质

在力学中，我们曾经学过机械波这一现象，即机械波是物质的机械振动状态在空间中的传
播现象。比如，一列以速度 v 向 +x 轴传播的机械波，被传播的物理量 u（比如质点的位移）在
坐标为 x 处、t 时刻的值应该满足下述形式的方程：

u(x, t) = f(t − x

v
) = f(α) (9.37)

这是因为，满足上述方程的 u，其在 t 时刻、x 处的值，与在 t + ∆t 时刻、x + v∆t 处的值相
等，即物理量 u 的值经过 ∆t 时间从 x 传播到了 x + v∆t 处：

u(x + v∆t, t + ∆t) = f(t + ∆t − x + v∆t

v
) = f(t − x

v
) = u(x, t) (9.38)

根据9.37式，将 u 对 x 和 t 求导，可得：

∂2u

∂x2 = 1
v2

∂2f

∂α2 (9.39)

∂2u

∂t2 = ∂2f

∂α2 (9.40)

可知：

∂2u

∂x2 − 1
v2

∂2u

∂t2 = 0 (9.41)

而这便是描述经典波动过程的普遍方程，我们也把它称为波动方程。

从麦克斯韦方程组的微分方程出发，在没有传导电流 J⃗0 和电荷源 ρ 的情况下，四个微分
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方程变为：

∇ · E⃗ = 0 (9.42)

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(9.43)

∇ · B⃗ = 0 (9.44)

∇ × B⃗ = µ0ε0
∂E⃗

∂t
(9.45)

我们发现 E⃗ 和 B⃗ 具有高度对称性，对9.43式求旋度并将9.45式代入，可得：

∇ × (∇ × E⃗) = −∇ × ∂B⃗

∂t
= −∂(∇ × B⃗)

∂t
= −µ0ε0

∂2E⃗

∂t2 (9.46)

由矢量旋度恒等式 ∇ × (∇ × E⃗) = ∇(∇ · E⃗) − ∇2E⃗（见习题1.1），以及上述 ρ = 0 的麦克斯韦
方程组中的 ∇ · E⃗ = 0，可得：

∇ × (∇ × E⃗) = ∇(∇ · E⃗) − ∇2E⃗ = −∇2E⃗ = −µ0ε0
∂2E⃗

∂t2 (9.47)

即：

∇2E⃗ − µ0ε0
∂2E⃗

∂t2 = 0 (9.48)

同理，我们可以得到 B⃗ 的类似方程：

∇2B⃗ − µ0ε0
∂2B⃗

∂t2 = 0 (9.49)

对比上面我们提到的波动方程9.41式，我们发现，在 J⃗0 = 0 和 ρ = 0 时，从麦克斯韦方程
组出发，电场 E⃗ 和 B⃗ 这两个物理量也满足波动方程的形式（即上述9.48和9.49式），即 E⃗ 和 B⃗

均会以波动的形式在真空中传播，我们把这种波，称为电磁波。

由9.48和9.49式可知，电磁波的传播速度为：

v = 1
√

µ0ε0
(9.50)

由于真空介电常数 ε0 和真空磁导率均为 µ0 常数，因而我们发现真空中电磁波的传播速度是一
个常数（与参考系无关）。将 ε0 和 µ0 的数值代入上式，我们还发现该速度的值正好是我们熟知
的真空中的光速 c：

c = 1
√

µ0ε0
≈ 3 × 108m/s (9.51)

也就是说，麦克斯韦通过麦克斯韦方程组，预言了一种可以在真空中传播（而不依赖于传
统机械波传播所需要的媒介）的电磁波，而且其传播速度等于真空中的光速，即光也是一种电
磁波。
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下面，我们以简谐波为例来分析电磁波的一些性质，即假定空间中任意一点的 E⃗ 和 B⃗ 均
分别以单一角频率 ωE 和 ωB 随时间做简谐变化，且假设波矢分别为 k⃗E 和 k⃗B（波的传播方向
为波矢的方向）。则上述关于 E⃗ 和 B⃗ 的波动方程的解（即波函数），可以用复指数的形式来表
示，即任意一点 r⃗、任意时刻 t 的 E⃗ 和 B⃗ 的值可以写成：

E⃗ = E⃗(r⃗, t) = E⃗0ei(k⃗E ·r⃗−ωEt+ϕE) (9.52)

B⃗ = B⃗(r⃗, t) = B⃗0ei(k⃗B ·r⃗−ωBt+ϕB) (9.53)

其中，E⃗0 和 B⃗0 均为实数振幅，ϕE 和 ϕB 分别为 E⃗ 和 B⃗ 的初始相位因子。

根据上述波函数，可以得出 E⃗ 的散度、旋度以及对时间的偏微分，分别为：

∇ · E⃗ = ik⃗E · E⃗0ei(k⃗E ·r⃗−ωEt+ϕE) = ik⃗E · E⃗ (9.54)

∇ × E⃗ = ik⃗E × E⃗0ei(k⃗E ·r⃗−ωEt+ϕE) = ik⃗E × E⃗ (9.55)

∂E⃗

∂t
= −iωEE⃗0ei(k⃗E ·r⃗−ωEt+ϕE) = −iωEE⃗ (9.56)

同理：

∇ · B⃗ = ik⃗B · B⃗ (9.57)

∇ × B⃗ = ik⃗B × B⃗ (9.58)

∂B⃗

∂t
= −iωBB⃗ (9.59)

首先，我们来看一下 E⃗ 和 B⃗ 的振动角频率 ωE 和 ωB 之间的关系：将上述各式，代入麦
克斯韦方程组（9.43式），可得：

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
⇒ ik⃗E × E⃗ = iωBB⃗ (9.60)

即：
ik⃗E × E⃗0ei(k⃗E ·r⃗−ωEt+ϕE) = iωBB⃗0ei(k⃗B ·r⃗−ωBt+ϕB) (9.61)

上式对任意时刻 t 都成立，这就要求等式两边的角频率必须相等，即：

ωE = ωB = ω (9.62)

我们再来看一下 E⃗ 和 B⃗ 的波矢 k⃗E 和 k⃗B 之间的关系：将 ∇ · E⃗ = ik⃗E · E⃗ 代入麦克斯韦
方程组中的 ∇ · E⃗ = 0，可得：

k⃗E · E⃗ = 0 (9.63)

即：任意一点的矢量 k⃗E 与该点的 E⃗ 垂直，而由9.60可知 E⃗ 和 B⃗ 垂直且 B⃗ 和 k⃗E 垂直，因此
任意一点的 k⃗E、E⃗、k⃗B 三者两两互相垂直且由右手法则确定。同理，对于 B⃗，我们可知：

∇ · B⃗ = 0 ⇒ ik⃗B · B⃗ = 0 (9.64)



9.3 电磁波及其基本性质 179

∇ × B⃗ = µ0ε0
∂E⃗

∂t
⇒ ik⃗B × B⃗ = −iµ0ε0ωEE⃗ (9.65)

可知，任意一点的 k⃗B、E⃗、k⃗B 三者两两互相垂直且由右手法则确定。因此，我们可以确定，E⃗

和 B⃗ 的波矢 k⃗E 和 k⃗B 必定方向相同，且与 E⃗ 和 k⃗B 成右手法则关系。至于 k⃗E 和 k⃗B 的大
小，由于 E⃗ 和 B⃗ 的速度均为光速，可知：

c = vE = ω

kE
= vB = ω

kB
(9.66)

因此 k⃗E 和 k⃗B 大小也相同，即：

k⃗ = k⃗E = k⃗B (9.67)

最后，我们来看一下 E⃗ 和 B⃗ 的初始相位 ϕE 和 ϕB 之间的关系。将 k⃗E = k⃗B = k⃗ 和
ωE = ωB = ω 代入9.61式，可得：

k⃗ × E⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt+ϕE) = ωB⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt+ϕB) (9.68)

化简上式可得：
k⃗ × E⃗0ei(ϕE−ϕB) = ωB⃗0 (9.69)

上式左右两边实部和虚部都应该相等，而右边为实数，因而左边的虚部也应该为零，即：

ϕE = ϕB (9.70)

也就是说 E⃗ 和 B⃗ 在任一相同位置的任意时刻都是同相位的，E⃗ 取最大值时 B⃗ 也取最大值。

综上，电磁波的 E⃗ 和 B⃗ 的波函数可以写成：

E⃗ = E⃗(r⃗, t) = E⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt+ϕ) (9.71)

B⃗ = B⃗(r⃗, t) = B⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt+ϕ) (9.72)

由上述分析和证明，可以总结出电磁波有如下特征：

• 电磁波的传播方向与 E⃗ 和 B⃗ 的方向都垂直，表明电磁波是横波；

• E⃗、B⃗、k⃗ 三个矢量且成右手螺旋关系；

• E⃗ 和 B⃗ 同相位；

• 真空中电磁波的传播速度（相速度）为：

v = ω

k
= 1

√
µ0ε0

= c (9.73)

介质中电磁波的传播速度（相速度）为：

v = 1
√

µε
= c

n
(9.74)
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其中 n = √
µrεr 为折射率。

• E⃗ 和 B⃗ 的振幅之间的关系为（可由9.69式得出）：

E

B
= ω

k
= v = 1

√
µε

(9.75)

或者写成：

εE2 = B2

µ
(9.76)

E⃗、B⃗ 的方向和相位，以及它们和电磁波的传播方向之间的关系可以用如下示意图来表示。

9.4 电磁场的能量和动量

在学习机械波的时候我们知道，波的传播的本质，是运动状态和能量通过介质在空间中的
传播，对机械波而言，传播的能量是机械能。在第五章和第八章我们学习到，电场和磁场都能够
储存能量，且空间中某点的电场和磁场的能量密度与电场和磁场强度的关系为：

we = 1
2

D⃗ · E⃗ = 1
2

εE2 (9.77)

wm = 1
2

B⃗ · H⃗ = 1
2

B2

µ
(9.78)

空间中电磁场（电场和磁场）的总能量密度为：

w = we + wm = 1
2

D⃗ · E⃗ + 1
2

B⃗ · H⃗ = 1
2

εE2 + 1
2

B2

µ
(9.79)

当空间中某一点有随时间变化的电场或磁场时，该点的电磁场能量密度也会随时间变化。而
由能量守恒，当空间中一闭合表面 S 所包围的体积 V 内的总电磁能随时间发生变化时，那就意
味着会有能量从这个闭合表面流入或者流出，亦或者是电磁场对体积 V 内的带电粒子做功：
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1. 体积 V 内的总电磁能随时间的变化率为：
˚

V

∂w

∂t
dV (9.80)

2. 电磁场对体积 V 内的带电粒子做功的功率为：
˚

V
nF⃗ · v⃗dV =

˚
V

nqE⃗ · v⃗dV =
˚

V
ρE⃗ · v⃗dV =

˚
V

E⃗ · J⃗dV (9.81)

3. 为了表征能量从闭合表面 S 的流出，我们定义能流密度矢量 S⃗，其大小为单位时间内通
过能量传播方向流动的单位面积的能量，其方向为能量流动的方向。因此，单位时间从闭
合表面 S 流出的总能量为： ‹

S
S⃗ · dσ⃗ =

˚
V

∇ · S⃗dV (9.82)

由能量守恒，上述三个量之间的关系为：

−
˚

V

∂w

∂t
dV =

˚
V

E⃗ · J⃗dV +
˚

V
∇ · S⃗dV (9.83)

写成微分形式为：

∇ · S⃗ + ∂w

∂t
= −E⃗ · J⃗ (9.84)

上式也被称为坡印廷定理（Poynting’s theorem），能量密度矢量 S⃗ 也称为坡印廷矢量。

下面，我们将进一步推导，得出坡印廷矢量 S⃗ 的具体表达式。首先，由9.79式，可知：

∂w

∂t
= εE⃗ · ∂E⃗

∂t
+ B⃗

µ
· ∂B⃗

∂t
(9.85)

其次，由麦克斯韦方程组，可将9.84式中的 E⃗ · J⃗ 写成：

E⃗ · J⃗ = E⃗ · (∇ × H⃗ − ε
∂E⃗

∂t
) (9.86)

= E⃗ · ∇ × H⃗ − εE⃗ · ∂E

∂t
(9.87)

由链式法则 ∇ · (E⃗ × H⃗) = H⃗ · (∇ × E⃗) − E⃗ · (∇ × H⃗)，可知：

E⃗ · J⃗ = H⃗ · (∇ × E⃗) − ∇ · (E⃗ × H⃗) − εE⃗ · ∂E

∂t
(9.88)

= −H⃗ · ∂B⃗

∂t
− ∇ · (E⃗ × H⃗) − εE⃗ · ∂E

∂t
(9.89)

将9.85式代入上式，可得：
E⃗ · J⃗ = −∂w

∂t
− ∇ · (E⃗ × H⃗) (9.90)
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上式代入9.84式，可得：

∇ · S⃗ = −∂w

∂t
− E⃗ · J⃗ = −∂w

∂t
+ ∂w

∂t
+ ∇ · (E⃗ × H⃗) = ∇ · (E⃗ × H⃗) (9.91)

可知，若取：

S⃗ = E⃗ × H⃗ (9.92)

则 S⃗ 将满足由能量守恒要求得到的上述9.91式。

根据9.92式，我们可以分析常见的电路元器件中电磁场的能量流动的方向，下图列出了几种
常见元器件的 E⃗、B⃗ 和 S⃗ 的方向示意图：

• 对处于放电状态的电池：E⃗ 方向与电池内的电流方向相反，B⃗ 方向由电流方向根据右手
螺旋决定，S⃗ 指向电池外，即电磁场能量从电池内部向电池外部流动。

• 对于流有电流的电阻，E⃗ 方向与电流方向同向，B⃗ 方向由电流方向根据右手螺旋决定，S⃗

指向电阻内，即电磁场能量从电阻外部流向电阻内部，而后在电阻内转化为焦耳热。

• 对于处于充电状态的电容，E⃗ 方向为从正极板指向负极板，B⃗ 方向由位移电流方向根据
右手螺旋决定，S⃗ 指向电容器内部，即电磁场能量从外部流向电容器内被储存起来。

• 对于流有电流且电流在增加的线圈（即处于充电状态的电感），E⃗ 方向与电流方向相同，B⃗

方向由楞次定律决定，S⃗ 指向电感内部，即电磁场能量从外部流向电感内被储存起来。

对于本章中讨论的电磁波而言，根据上一节的结论，电磁波的波矢 k⃗ 的方向（业即电磁波
的传播方向）与 E⃗ 和 B⃗ 成右手法则关系，因而空间中任意一点的能流密度矢量 S⃗ = E⃗ × H⃗

的方向与电磁波的传播方向相同，又由电磁波中 E⃗ 和 B⃗ 的关系（9.75），可知 S⃗ 的大小为：

S = EH = E2

vµ
= εvE2 (9.93)

对于单一频率的电磁波，其 E⃗ 和 B⃗ 均随时间做简谐变化，我们把上述能量密度矢量的大小在
时间上的平均值，称为该点的光强 I：

I =< S >=< εvE2 >= 1
2

εvE2
0 (9.94)

其中，E0 为该点的 E⃗ 的振幅。
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此外，由上一节推导得出的电磁波中 E⃗ 和 B⃗ 的振幅的关系（9.76式），可知电磁波中上式
给出的电场和磁场能量密度相等，即电磁场的能量被均分到电场能和磁场能中。空间中任意一
点的电磁场能量密度为：

w = we + wm = 2we = 2wm = εE2 = B2

µ
(9.95)

将9.75式代入上式，还可以进一步写成：

w = εE2 = εvEB = εµvEH = EH

v
(9.96)

可知，电磁波的能量密度和能流密度矢量之间的关系为：

S⃗ = wv⃗ (9.97)

电磁波除了有能量，它还有动量。为了直观的理解电磁场的动量，我们可以分析带电粒子
在电磁场中运动时动量在电磁场和带电粒子之间的传递。如下图所示，当自由带电粒子位于电
磁场中时，首先会受到电场的作用力在 E⃗ 方向运动，但是由于 E⃗ 的值在该点随时间成简谐变
化，因而在 E⃗ 方向该带电粒子也会做简谐振动，其在该方向上的平均动量为零。另一方面，由
于带电粒子在 E⃗ 方向的运动，它会受到磁场的洛伦兹力 F⃗ = qv⃗ × B⃗，由下图可知该洛伦兹力
的方向会一直与 k⃗ 方向相同，因而带电粒子在 k⃗ 方向的动量会随时间而逐渐增加，即一个方向
为 k⃗ 方向的动量从电磁场传递到了带电粒子上，即电磁场具有 k⃗ 方向的动量。

下面我们来分析电磁波的动量的大小。以真空中的电磁波为例，由狭义相对论，速度为 c的
物质其能量和动量的关系为：

p = E

c
(9.98)

因此，电磁波的动量密度（单位体积内的动量）g⃗ 的大小为：

g = w

c
= EH

c2 (9.99)

上文的分析我们得出，g⃗ 的方向与 k⃗ 方向相同，也即和 S⃗ 的方向相同，因此：

g⃗ = E⃗ × H⃗

c2 = S⃗

c2 = D⃗ × B⃗ (9.100)

由于电磁波由动量，当电磁波入射到物体表面而被反射或者被吸收时，电磁波的动量将发
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生改变，而由牛顿第二定律：

F⃗ = dp⃗

dt
(9.101)

电磁波动量的改变意味着电磁波会受到来自物体表面的一
个作用力，或者说物体表面会受到电磁波的一个作用力。如右
图所示，假设电磁波垂直入射物体表面，而后发生反射，则在
∆S 的表面面积、∆t 时间内，电磁波的动量改变为：

∆p = 2ḡ∆Sc∆t (9.102)

其中，ḡ 为电磁波的动量密度随时间的平均值。对应的，∆S 的面积物体表面受到的力为：

F = ∆p

∆t
= 2ḡ∆Sc (9.103)

或者说，物体表面受到来自电磁波的压强为：

pr = F

∆S
= 2ḡc = 2S̄

c
= 2I

c
(9.104)

我们把物体表面受到的这个压强，称为电磁波的辐射压强，也称为光压。

例 9.3

一个半径为 r 的尘埃（密度 ρ 取 3g/cm3）在太阳系中，其受到的来自太阳的万有引力和太
阳光的光压力之比是多大？当 r 为多大时，这两个力大小相等？

解:

假设尘埃与太阳之间的距离为 R，太阳质量为 M，则尘埃受到的万有引力为：

Fg = GMm

R2 = 4GMρπr3

3R2 (9.105)

太阳的辐射总功率为 P0 = 3.8 × 1026W，则尘埃受到的光的压力为（假设光全部吸收）：

Fr = prπr2 = Sπr2

c
= P0πr2

4πR2c
(9.106)

万有引力和光压力之比为：
Fg

Fr
= 16GMρπcr

3P0
(9.107)

可知该比值与尘埃所在的位置无关。尘埃半径越大，光压力相比万有引力越小。两者相等时，尘
埃半径应等于：

Fg

Fr
= 1 ⇒ r = 3P0

16GMρπc
(9.108)
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代入可得：

r = 3 × 3.8 × 1026

16 × 6.674 × 10−11 × 2 × 1030 × 3 × 103 × π × 3 × 108 m = 0.19µm (9.109)

也就是说，当尘埃的半径小于 0.38µm 时，其受到的来自太阳光的光压将大于来自太阳的万有
引力。比如，当彗星靠近太阳时，由于温度升高，彗星中的挥发性物质会升华而放出许多半径
在纳米至微米量级的尘埃，这些尘埃由于半径足够小，其受到的太阳光的光压比引力大，会被
推向远离太阳的方向形成很长的彗星尾巴。

9.5 电磁波的产生和辐射

麦克斯韦在 1865年通过麦克斯韦方程组预言了电磁波的存在，而最终首次实验证实这一预
言是由德国物理学家海因里希 · 鲁道夫 · 赫兹（Heinrich Rudolf Hertz，1857—1894）于 1886
至 1889 年期间完成的。赫兹在这一期间的主要发现和论文收集在了他于 1893 年出版的《电波》
1一书中，该书系统总结了赫兹从最开始的意外发现到系统研究电磁波的性质的过程。赫兹的发
现始于他观察到的一个电感通过空气间隙高压放电会使得旁边的一个由空气间隙组成的回路产
生放电的现象。

下图是赫兹的其中一个实验装置示意图，发射端由两个位于 xy 平面的金属板 AA′ 以及连
接它们的金属杆组成，每根金属杆一端连着金属板，另一端接一个金属小球，两个金属小球之间
存在一个约 0.75cm 的空气间隙，当 AA′ 两端分别与处于高压高频放电状态的电感线圈连接时，
两个小球之间的空气间隙会被高压击穿而电离，电离使空气间隙形成了一个导电通道，此时电
感中的高频信号会使得发射端上的电子在 A 和 A′ 之间来回做高频振荡（频率约为数百 MHz）。
接收端由一个带空气间隙的金属圆环 B 组成，金属圆环位于 yz 平面，圆心位于坐标原点，可以
绕着 x 轴旋转使得空气间隙位于不同的位置（如图中的 a, a′, b, b′ 四个点），且金属圆环与 AA′

存在一定的距离。当旋转金属圆环时，赫兹发现空气间隙位于 b 或者 b′ 位置附近时，接收端的
空气间隙里会跟随者发射端 AA′ 产生明显的火花，而当空气间隙位于 a或者 a′ 位置附近时，接
收端的火花会消失。

1Hertz, H., 1893. Electric waves: being researches on the propagation of electric action with finite velocity
through space. Dover Publications.
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赫兹还通过在上述装置附近放置大块的导体或者绝缘体来观察对上述放电现象的影响，他
发现周围有大块导体或者绝缘体存在时，接收端的空气间隙的最强放电位置也会发生相应的改
变。这说明导体或者绝缘体的存在改变了空间电磁场的分布，从而改变了接收端的最佳接收位
置。

此后，赫兹又通过一系列的进一步实验，非常有说服力的证明了这一现象就是由麦克斯韦
方程组得出的电磁波在空间中的传播，以充分的实验证据全面证实了电磁波和光波的同一性，这
其中主要包括：

• 利用电磁波与经金属表面反射回来的电磁波叠加产生驻波测量了电磁波的波长和传播速
度；

• 利用棱镜、金属栅等证明了电磁波与光波一样具有折射、干涉、衍射、偏振等性质。

下面，我们将通过一些简单的情形，来分析上述赫兹实验里的震荡电路是如何产生可以在
空间中传播的电磁波的，严谨的数学推导，需要在后期的《电动力学》课程里面结合相对论求
解非齐次波动方程得到。

首先，根据本章前两节对电磁波的基本性质的分析，我们可以得出，要想产生能够在空间
中传播的电磁波，对其辐射源应该有如下两个基本要求：

• 假设辐射源位于坐标原点，由于电磁波的传播方向以及能流的方向与 E⃗ 和 B⃗ 垂直，因此，
要想让电磁波沿径向 r⃗ 方向传播（即能量从源点传播到远处），也就是说，源点需要产生
横向电场和磁场；

• 要想让电磁波能量能够传播到远处，其能流密度矢量 S⃗ 随 r 的衰减速度不能快于 1/r2，
由于 S⃗ = E⃗ × B⃗，因此要求辐射源产生的电场和磁场的强度随距离的一次方成反比；

• 辐射源在空间中任意一点产生的电场和磁场必须随时间会发生变化，否则此时的场变成了
静电场和静磁场，自然也就不存在随时间的变化和在空间的传播。

很显然，我们熟悉的静止电荷产生的静电场不满足上述两个基本要求，比如静止电荷产生
的电场为径向场，不满足横向电场的要求，而且静止电荷产生的电场在空间中任意一点的强度
不随时间变化，不会产生波的传播。
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那如果让电荷运动起来呢？如果是匀速运动的电荷，设电荷 q 在惯性系 F 中以速度 v 匀速
运动，我们很容易知道在相对运动电荷静止的另一惯性系 F ′ 内电场依然由库仑定律给出（r̂′/r′2

的形式），而后通过相对论中的惯性参考系转换，我们可以得出惯性系 F 中的电场形式，设 v

沿 x 轴方向，则我们有（推导略）：

Ex = γqx

4πε0[(γx)2 + y2 + z2]3/2 (9.110)

Ey = γqy

4πε0[(γx)2 + y2 + z2]3/2 (9.111)

Ez = γqz

4πε0[(γx)2 + y2 + z2]3/2 (9.112)

其中，γ 为洛伦兹因子 γ = 1√
1−v2/c2。上式也可以写成：

E⃗ = γqr⃗

4πε0[(γx)2 + y2 + z2]3/2 (9.113)

也就是说，匀速运动的电荷产生的电场依然是径向电场。如下图所示，一个以速度 v 向右运动
的电场，在任意时刻，空间中任意一点的电场均为从电荷出发指向该点。因此，显然匀速运动
的电荷不满足上述产生电磁波的要求（需要横向电场）。

如果电荷不是做匀速运动，而是做加速或减速运动呢？此时，我们不能用简单的惯性参考系
的洛伦兹变换的方法来计算电荷产生的电场，但是，我们可以用相对论中信息的传递速度不能
超过光速这一结论来推断出电场强度在空间中分布的大致形状。如下图所示，假设电荷在 t = 0
时刻位于 x = 0 的 P0 点，且此时电荷的速度为 v0，假设此时电荷开始减速，直到 t = τ 时刻
电荷速度为零，此时电荷位于 P1 位置（假设匀减速，则 x = 1

2v0τ），此后电荷保持静止不动。
现在我们来计算 t = T ≫ τ 时刻空间中任意一点观察者测量得到的电场强度。我们可以确定的
是，以 P0 为圆心，半径为 cT 的圆圈外部（图中蓝色圈），在 t = T 时刻还未接收到“电荷开始
做减速运动”这一信息，即在这一区域观察者还认为电荷一直在做速度为 v0 的匀速运动，即认
为此时的电场应当为指向以图中 P2（位置 x = v0T）为圆心的径向场。另一方面，我们可以确
定的是，以 P1 为圆心，半径为 c(T − τ) 为半径的圆圈内部（图中红色圈），在 t = T 时刻已经
接收到“电荷已经停止运动”这一信息了，即在这一区域观察者认为电场是指向 P1 的径向场。
而在上述蓝色圆圈和红色圆圈中间的区域则为过渡区，根据电场线的连续性的要求，我们可以
大致画出在过渡区的电场线，如图中紫色线条所示。可以看出，在这一过渡区内，电场线发生
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了较大的“扭曲”，而这一区域内的电场强度，正好包含了上述产生电磁波要求的横向电场。

产生上述“扭曲”电场的原因，本质上是因为当电荷通过加速或者减速运动到达某一点 P 时，
在靠近 P 位置处已经感知到了电荷此时位于该点，电场线从 P 点出发，但是在与 P 相距较远
的地方的电场线，会认为电荷是从上一时刻到现在一直在做匀速运动，即认为电荷此时在另一
个地方，这些地方的电场线的延长线是从另一个地方出发的，因而在距离 P 由近及远的地方电
场线会不自然的发生扭曲。

通过上图中的几何关系，我们可以计算出过渡区域的横向电场的大小 Eθ 为：

Eθ

Er
= v0T sin θ

cτ
(9.114)

⇒Eθ = v0T sin θ

cτ
Er = qv0T sin θ

4πε0cτr2 (9.115)

将 r = cT, a = v0
τ 代入上式，可得：

Eθ = qa sin θ

4πε0c2r
(9.116)

令人惊喜的是，我们不仅找到了横向电场，而且该横向电场还以 1/r 的速度衰减，刚好满
足我们前面提到的产生电磁波的两个基本条件！至于要求电场随时间变化这一条件，根据上式，
我们只需要让电荷的加速度 a 随时间变化即可实现，比如，做简谐振动的电荷，假设其位置为：

x = x0 cos(ωt) (9.117)

则：
a = −ω2x0 cos(ωt) (9.118)

代入上述9.116，便可得到一个随时间做周期性变化的电场。

下面，我们用类似的“扭曲”电场的方法，来分析与赫兹实验相关的电偶极子振荡产生的电
磁波。假设电偶极子中的正负电荷以它们的中点为平衡点做周期为 T = 2π/ω 的简谐振动，如
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下图所示，假设 t = 0 时刻正负电荷见的距离最远，则其电偶极矩可以写成：

p⃗ = p⃗0 cos(ωt) (9.119)

上图中，最左边的图表示 t = 0 时刻的某一条从正电荷出发，指向负电荷的电场线。当
0 < t < T/4 时，正负电荷均加速向平衡点运动，此时，由于上文中提到的电场线“扭曲”效应，
上述这条电场线将在空间中发生扭曲，其最终形状是从近处静止电荷产生的电场到远处还未收
到“电荷在加速运动”这一信息导致的认为电荷此刻还在其他位置的电场的结合。当 t = T/4
时，正负电荷均到达平衡点，此时，若是在静电场中（正负电荷静止且重合），空间中应当没有
电场线，但是由于“扭曲”效应，此时上文中提到的那条电场线将形成一个闭环，正如上图中的
第二张图所示。当 t > T/4 时，正负电荷将做减速运动，此时，上文中提到的那条闭合电场线
将被“推”向远离偶极子的位置，而在偶极子附近将重新产生一条新的类似电场线。上图中从
左到右表示随着时间的推移，电偶极子在不同时刻的位置、速度，以及它们周围的某条电场线
及其演化情况。直到 t = T 时，空间中远离偶极子的地方将出现两个闭合电场线，正如上图中
的最后一张图所示。

将偶极子中每个电荷的位置及其加速度代入9.116式，并做线性叠加，在远场近似情况下
（r ≫ l, r ≫ λ），考虑到波函数中的 t − r/c 项，可以推测出振荡偶极子在空间中产生的横向辐
射场为：

E⃗ = −p0ω2 sin θ cos(ω(t − r/c))
4πε0c2r

θ̂ (9.120)

其中，上式中的 θ 角，是空间中某点到坐标原点（即偶极子中心点）之间的连线和偶极子运动
方向之间的夹角。由于上述辐射电场随时间做周期性变化，因而由麦克斯韦方程组可知周期性
变化的电场会产生周期性变化的磁场，即此时在空间中存在电磁波的传播，空间中任意一点的
磁场方向与电场方向垂直（ϕ̂ 方向），其大小可由电磁波中 E⃗ 和 B⃗ 的振幅关系得出（9.75式）：

B⃗ = Eθ

c
ϕ̂ = −p0ω2 sin θ cos(ω(t − r/c))

4πε0c3r
ϕ̂ (9.121)

下图是根据上文中的讨论，定性画出的振荡偶极子产生的辐射场的示意图。其产生的电场
和磁场相互垂直，且均与 r⃗ 方向垂直，电磁波的传播方向为 r⃗ 方向。
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由9.120和9.121式，可计算出振荡偶极子产生的电磁波的能流密度矢量为：

S⃗ = 1
µ0

E⃗ × B⃗ = 1
µ0c

[
p0ω2 sin θ

4πε0c2r

]2
cos2(ω(t − r/c))r̂ = µ0p2

0ω4

16π2c

sin2 θ

r2 cos2(ω(t − r/c))r̂ (9.122)

其中，θ 角为上图中任意一点 P 与 O 的连线和 z 轴之间的夹角。能流密度矢量的周期平均值
为：

< S⃗ >= µ0p2
0ω4

32π2c

sin2 θ

r2 r̂ (9.123)

偶极子的辐射总功率为：

< P >=
‹

< S⃗ > ·dσ⃗ =
ˆ 2π

0

ˆ π

0

µ0p2
0ω4

32π2c

sin2 θ

r2 r2 sin θdθdϕ = µ0p2
0ω4

12πc
(9.124)

由上述能流密度和辐射总功率公式可知：

• 电磁波辐射功率与频率的四次方成正比，频率越高，功率越大；

• 根据能流密度矢量与角度 θ 的关系，可知在垂直于电偶极子运动方向的位置能流密度最
大，因此，在类似赫兹实验使用的装置中，电磁波的接收端应当放置在发射端的金属杆（即
天线）的中垂线上效果最佳。

事实上，除了振荡偶极子，任何加速或减速运动的电荷都能产生电磁波。比如，X 光机中，
通过高速电子轰击靶减速而产生 X 射线（这类辐射也叫韧致辐射），环形加速器中带电粒子由
于向心加速度而产生的辐射（这类辐射也叫同步辐射）等。而自然界中常见的可见光这一电磁
波，则大多数是由于带电粒子的热运动而产生的辐射（也叫热辐射），比如，太阳光的产生、物
体燃烧产生的火光等。

赫兹通过实验发现的电磁波，推开了现代无线通信的大门。赫兹实验中用到的用来发射电
磁波的金属杆，现在通常被称为天线。类似于赫兹实验中用到的两根存在空气间隙的金属杆这
种造型的天线，也叫偶极子天线。事实上，这类偶极子天线在现代社会依然被广泛应用。

如下图所示是使用偶极子天线发射和接收电磁波的原理示意图，左侧为发射端，随时间变
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化的电压信号通过偶极子天线以辐射电磁波的形式发射出去；右侧是接收端，接收端的偶极子
天线所在的直线与该处电场 E⃗ 的方向平行（或者说与该处的电磁波传播方向 k⃗ 垂直），随着天
线位置处的 E⃗ 随时间变化，天线两极的电压差也会随着时间变化，这一电压差被后续负载电路
所探测，最终得到与发射端相同的时变信号。

一般对偶极子天线我们要求天线的总长度 L 为电磁波波长的一半（即每一极的导线长度为
λ/4）。当 L = λ/2时，天线上的电流分布呈现出中间大、两头小的对称分布 I(z) = I0 sin(2π

λ (L
2 −

|z|))，类似于驻波，天线会达到谐振状态，其发射和吸收电磁波的效率最高。比如，对于生活
中常见的 2.4GHz 的蓝牙信号，其波长为 12.5cm，如果使用偶极子天线，其天线总长度应该为
6.25cm 最佳。

除了偶极子天线，现代通信设备中还有很多其他类型的天线。比如，下图中的单极子天线
也是常见的一种，其长度只有偶极子天线的一半（L = λ/4），通过与之垂直的接地平面，由镜
像法可以等效于一个长度为 λ/2 的偶极子天线。

9.6 导体中的电磁波

在9.3节我们在推导电磁波的波动方程时，有一个假设是没有传导电流 J⃗0 和电荷源 ρ 的存
在。当电磁波在导体中传播时，由于电场的存在会使得导体中存在被诱发的传导电流，且传导
电流和电场满足欧姆定律：

J⃗0 = σE⃗ (9.125)
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其中，σ 为导体的电导率，其值与电阻率 ρ 互为倒数。传导电流 J⃗0 不为零但是净电荷密度 ρ 为
零时，麦克斯韦方程组变为：

∇ · E⃗ = 0 (9.126)

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(9.127)

∇ · B⃗ = 0 (9.128)

∇ × B⃗ = µε
∂E⃗

∂t
+ µJ⃗0 = µε

∂E⃗

∂t
+ µσE⃗ (9.129)

对9.127式求旋度并将9.129式代入，并利用 ∇ × (∇ × E⃗) = ∇(∇ · E⃗) − ∇2E⃗ = −∇2E⃗，可得：

−∇2E⃗ = ∇ × (∇ × E⃗) = −∂(∇ × B⃗)
∂t

= −µε
∂2E⃗

∂t2 − µσ
∂E⃗

∂t
(9.130)

即：

∇2E⃗ = µε
∂2E⃗

∂t2 + µσ
∂E⃗

∂t
(9.131)

类似的，可得：

∇2B⃗ = µε
∂2B⃗

∂t2 + µσ
∂B⃗

∂t
(9.132)

可知，E⃗ 和 B⃗ 满足同样的波动方程，只不过上述波动方程与真空中电磁场满足的波动方程
不同点在于多了一项对时间的一次求导项。我们不妨假设上述两个方程的解是与真空中电磁波
的波函数类似的复指数形式：

E⃗ = E⃗(r⃗, t) = E⃗0ei(k⃗E ·r⃗−ωEt+ϕE) (9.133)

B⃗ = B⃗(r⃗, t) = B⃗0ei(k⃗B ·r⃗−ωBt+ϕB) (9.134)

通过与9.3节类似的方法，我们可以分析出，k⃗E = k⃗B = k⃗，ωE = ωB = ω，但是两者的相位 ϕE

和 ϕB 不一定相等，因为，将上式代入9.129式后：

ik⃗ × B⃗ = −iωµεE⃗ + µεE⃗ (9.135)

或者说：
ik⃗ × B⃗ + iωµεE⃗ = µεE⃗ (9.136)

若 E⃗ 和 B⃗ 相位相同，则上式可化为：

ik⃗ × B⃗0 + iωµεE⃗0 = µεE⃗0 (9.137)

很显然，上式中，等式左边为虚数，右边为实数，两者不会相等。因此，E⃗ 和 B⃗ 的相位不相等：

E⃗ = E⃗(r⃗, t) = E⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt+ϕE) (9.138)

B⃗ = B⃗(r⃗, t) = B⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt+ϕB) (9.139)
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将上式代入波动方程9.131，可得：

−k2E⃗ = −µεω2E⃗ − iωµσE⃗ (9.140)

即：
k2 = µεω2 + iωµσ (9.141)

我们发现，满足上述方程的解，是一个复数，即波矢 k 存在虚部。我们假设 k 可以写成：

k = kr + iki (9.142)

则实部和虚部的解分别为：

kr = ω

√
εµ

2

[√
1 + ( σ

εω
)2 + 1

]1/2
(9.143)

ki = ω

√
εµ

2

[√
1 + ( σ

εω
)2 − 1

]1/2
(9.144)

对于一般良导体，σ ≫ εω，则上式可以写成：

kr = ki =
√

µσω

2
(9.145)

当 k⃗ 为复数时，电磁场的波函数可以写成：

E⃗ = E⃗(r⃗, t) = E⃗0e−k⃗i·r⃗ei(k⃗r·r⃗−ωt+ϕE) (9.146)

B⃗ = B⃗(r⃗, t) = B⃗0e−k⃗i·r⃗ei(k⃗r·r⃗−ωt+ϕB) (9.147)

至于 E⃗ 和 B⃗ 的相位差，将上式代入9.127式可得：

ik⃗ × E⃗ = iωB⃗ ⇒ B = k

ω
E = k

ω
E0e−k⃗i·r⃗ei(k⃗r·r⃗−ωt+ϕE) (9.148)

即 B⃗ 和 E⃗ 的相位差等于波矢 k 的相位，对于良导体，由9.145式我们可知，这是个 45◦ 角。

即，导体中，电场和磁场的波函数分别为：

E⃗ = E⃗(r⃗, t) = E⃗0e−k⃗i·r⃗ei(k⃗r·r⃗−ωt+ϕE) (9.149)

B⃗ = B⃗(r⃗, t) = k⃗ × E⃗0
ω

e−k⃗i·r⃗ei(k⃗r·r⃗−ωt+ϕB) (9.150)

由上述波函数，我们可知，在导体中，由于传导电流的存在，会使得波动方程中多了一项电
磁场对时间的一次求导，而这一项的存在会使得电磁波的波函数中的电场和磁场的振幅中出现
了一个衰减项：

e−k⃗i·r⃗ (9.151)
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比如，当电磁波的传播方向与导体表面垂直时（比如真空中的电磁波射入导体内），电磁波
在射入导体后其电场和磁场的振幅会随着进入导体的深度和减小，当深度变为：

δ = 1
ki

(9.152)

时，振幅已经衰减为原来的 1/e，我们把上述特征深度，称为电磁波的趋肤深度。对于良导体，
其趋肤深度为：

δ = 1
ki

=
√

2
µσω

(9.153)

可见，电磁波频率越高，其趋肤深度越小，即电场强度在导体内衰减得越快。比如，对于铜中的
1GHz 的电磁波，其趋肤深度为：

δ =
√

2
µσω

=
√

2
(4π × 10−7) × (5.8 × 107) × (1 × 109)

≈ 5µm (9.154)

这一深度对于一般导线的半径（cm 量级）来说通常可以忽略不计，这一效应，也被称为“趋肤
效应”。我们也可以由此推断，当导体上载有高频信号时，电流只分布在导体表面，其导体内部
（趋肤深度以内的部分）没有传导电流，也没有电场分布。

由于趋肤效应，当导线被用于传输高频信号时，电流被集中在导体表面，相当于有效电阻
被增大（导体内部没起到作用），因此，现实生活中，我们会看到有些导线是用空心的导体管而
不是实心的线以节省材料，或者有时候会做成多股线，这样在相同横截面的情况下可以增加导
线的总表面积从而降低导线的电阻。

例 9.4

同轴电缆中通有高频信号，请分析电缆中电场和磁场的方向，以及电磁波的传播方向。

解:

如下图所示，由于前文中提到的趋肤效应，通有高频信号时，内芯导体只在表面有电流，导
体内部无电流，其内部也没有电场和磁场，电磁场只在内芯和外围导体之间的介质内部。

在介质内部，由于内芯导体和外围导体之间存在随时间变化的电压差（与被传输信号的电
压差对应），因此，从横截面这个平面上看，介质内存在随时间变化的径向电场（从圆心指向外
或从外指向圆心）；同时，由于内芯导线流有随时间变化的电流（方向为图中的 ẑ 方向），因此
介质内存在随时间变化的环形磁场，磁场方向由右手法则确定。上图的左图画出了某一时刻介
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质内的电场和磁场方向示意图。

可见，介质内存在随时间变化的电场和磁场，且电场和磁场互相垂直，也就是有电磁波在
电缆的介质内传播。根据 S⃗ = E⃗ × H⃗，可知电磁波的传播方向为导线的轴线所在的方向（即图
中 ẑ 方向），即从同轴电缆的一端传播到另一端。

此外，由于趋肤效应，我们还可以分析出，同轴电缆内部的电磁场不会穿过外围导体传播
到电缆外部空间，也就是信号只限于在电缆内部传输，可以避免信号在传输过程中由于向外部
空间辐射导致的衰减；同样的，外部空间任何的其他电磁波，也无法穿过外围导体进入同轴电
缆内部的介质中，这样能很好的保护电缆内部信号在传输过程中不被外界电磁波干扰。由于这
个原因，同轴电缆被广泛应用于高频信号的高质量传输中。

9.7 电磁波在介质表面的反射和折射

在学习几何光学的时候，我们学习过光在介质表面的反射定律和折射定律。通过本章的学
习我们知道，光是一种电磁波，通过我们在本书前面几章学习的电场和磁场在介质表面的边值
关系，我们可以推导出电磁波在介质表面的反射和折射的一系列结论，包括入射波、反射波和
折射波之间的角度、振幅和相位等关系。

首先，我们知道，在没有传导电流和自由电荷的介质表面，电磁场的边值关系为：

Eτ1 = Eτ2 (9.155)

Dn1 = Dn2 (9.156)

Hτ1 = Hτ2 (9.157)

Bn1 = Bn2 (9.158)

如下图所示，假设介质表面为 xy 平面，入射波从介质 1 中以 θ 角射向介质表面，假设入
射波、反射波、折射波的波矢分别为 k⃗, k⃗r, k⃗t，并假设入射、反射、折射波的电场分量的振幅分
别为 ]vE0, E⃗r0, E⃗t0，则三个波的电场波函数分别为：
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E⃗ = E⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt) (9.159)

E⃗r = E⃗r0ei(k⃗r·r⃗−ωrt) (9.160)

E⃗t = E⃗t0ei(k⃗t·r⃗−ωtt) (9.161)

同时，由电磁波中 B⃗ = k⃗×E⃗
ω ，有：

B⃗ = 1
ω

k⃗ × E⃗0ei(k⃗·r⃗−ωt) (9.162)

B⃗r = 1
ωr

k⃗ × E⃗r0ei(k⃗r·r⃗−ωrt) (9.163)

B⃗t = 1
ωt

k⃗ × E⃗t0ei(k⃗t·r⃗−ωtt) (9.164)

下面，我们开始利用边界条件来分析三个电磁波的波矢、频率、振幅等之间的关系。首先，
由 Eτ1 = Eτ2，可知，在 z = 0 处的任意一点，任意时刻，均有：

E⃗τ1

∣∣∣∣
z=0

+ E⃗r,τ1

∣∣∣∣
z=0

= E⃗t,τ1

∣∣∣∣
z=0

(9.165)

即：

E0τ ei(k⃗·r⃗−ωt)
∣∣∣∣
z=0

+ Er0τ ei(k⃗r·r⃗−ωrt)
∣∣∣∣
z=0

= Et0τ ei(k⃗t·r⃗−ωtt)
∣∣∣∣
z=0

(9.166)

要想让上式对任意 x, y 和 t 都成立，必须有：

E0τ

∣∣∣∣
z=0

+ Er0τ

∣∣∣∣
z=0

= Et0τ

∣∣∣∣
z=0

(9.167)

k⃗ · r⃗ − ωt

∣∣∣∣
z=0

= k⃗r · r⃗ − ωrt

∣∣∣∣
z=0

= k⃗t · r⃗ − ωtt

∣∣∣∣
z=0

(9.168)

此时，必然有：
kxx + kyy − ωt = krxx + kryy − ωrt = ktxx + ktyy − ωtt (9.169)
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要求上式对任意 x, y, t 都成立，因此，必然有：

ω = ωr = ωt (9.170)

kx = krx = ktx (9.171)

ky = kry = kty (9.172)

即：

入射波、反射波和折射波的频率相同。

现在，假设入射波的波矢在 xz 平面（接下来都使用这个假设），即 ky = 0，此时，根
据9.172式，我们有：

kry = kty = ky = 0 (9.173)

也就是说，反射波和折射波也再 xz 平面，即：

入射波、反射波和折射波的波矢在同一平面。

下面，我们来看反射角和入射角之间的关系。由于反射波和入射波在同一介质内，波的传
播速度相同，即：

v1 = ω

k
= ωr

kr
= ω

kr
⇒ k = kr (9.174)

由9.171式：
krx = kx ⇒ kr sin θr = k sin θ ⇒ sin θ

sin θr
= kr

k
= 1 (9.175)

也就是说：

入射角 = 反射角（反射定律）。

我们再来看折射角和入射角之间的关系。由9.171式：

ktx = kx ⇒ kt sin θt = k sin θ ⇒ sin θ

sin θt
= kt

k
(9.176)

再由两种介质内的波速：

k = ω

v1
, kt = ω

v2
⇒ kt

k
= v1

v2
=

√
µ2ε2√
µ1ε1

(9.177)

结合上述两式可得下面的折射定律：

sin θ

sin θt
= v1

v2
=

√
µ2ε2√
µ1ε1

= n2
n1

(9.178)

接下来，我们来分析反射波、折射波和入射波的振幅（或者强度）之间的关系。为了推导出
这些关系，我们必须使用上文中所有的四个边值条件。同时，为了便于分析，我们根据入射波
的电场方向和入射面的关系分两种情况讨论：

• 一种是入射波中的 E⃗ 与入射面（即 xz 平面）垂直的情况；
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• 另一种是入射波中的 E⃗ 与入射面（即 xz 平面）平行的情况。

对于一般情况，我们可以把 E⃗ 分解成垂直于入射面和平行于入射面两个分量，分别计算反射波
和折射波的电磁场在两个方向上的分量而后进行叠加。

首先，假设入射波 E⃗ 与入射面垂直，不妨假设 E⃗ 垂直纸面向里，如下图所示：

由边值关系：
Eτ1 = Eτ2 ⇒ E0 + Er0 = Et0 (9.179)

Hτ1 = Hτ2 ⇒
(

B0
µ1

+ Br0
µ1

)
τ

=
(

Bt0
µ2

)
τ

⇒
(

E0
v1µ1

+ Er0
v1µ1

)
τ

=
(

Et0
v2µ2

)
τ

(9.180)

也即： √
ε1
µ1

(E0 cos θ − Er0 cos θ) =
√

ε2
µ2

Et0 cos θt (9.181)

联合求解9.179和9.181式，可得：

Er0
E0

=

√
ε1
µ1

cos θ −
√

ε2
µ2

cos θt√
ε1
µ1

cos θ +
√

ε2
µ2

cos θt

(9.182)

Et0
E0

=
2
√

ε1
µ1

cos θ√
ε1
µ1

cos θ +
√

ε2
µ2

cos θt

(9.183)

对于一般介质，µ1 ≈ µ1 ≈ µ0，因此：

Er0
E0

=
cos θ −

√
ε2
ε1

cos θt

cos θ +
√

ε2
ε1

cos θt

=
cos θ − sin θ

sin θt
cos θt

cos θ + sin θ
sin θt

cos θt

= −sin(θ − θt)
sin(θ + θt)

(9.184)

Et0
E0

= 2 cos θ

cos θ +
√

ε2
ε1

cos θt

= 2 cos θ sin θt

sin(θ + θt)
(9.185)

即，当入射波中的 E⃗ 与入射面垂直时，反射波和折射波中的 E⃗ 的振幅分别为：
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E⊥r0
E⊥0

= −sin(θ − θt)
sin(θ + θt)

(9.186)

E⊥t0
E⊥0

= 2 cos θ sin θt

sin(θ + θt)
(9.187)

当入射波中的 E⃗ 与入射面平行时，不妨假设此时入射波的 B⃗ 垂直纸面向外，如下图所示：

由边值关系：
Eτ1 = Eτ2 ⇒ E0 cos θ − Er0 cos θ = Et0 cos θt (9.188)

Hτ1 = Hτ2 ⇒
√

ε1
µ1

(E0 + Er0) =
√

ε2
µ2

Et0 (9.189)

解得：

Er0
E0

=
√

ε2µ1 cos θ − √
ε1µ2 cos θt√

ε2µ1 cos θ + √
ε1µ2 cos θt

(9.190)

Et0
E0

=
2√

ε1µ2 cos θ
√

ε2µ1 cos θ + √
ε1µ2 cos θt

(9.191)

对于一般介质，µ1 ≈ µ1 ≈ µ0，因此：

Er0
E0

=

√
ε2
ε1

cos θ − cos θt√
ε2
ε1

cos θ + cos θt

=
sin θ
sin θt

cos θ − cos θt

sin θ
sin θt

cos θ + cos θt

= tan(θ − θt)
tan(θ + θt)

(9.192)

Et0
E0

= 2 cos θ√
ε2
ε1

cos θ + cos θt

= 2 cos θ
sin θ
sin θt

cos θ + cos θt

= 2 cos θ sin θt

sin θ cos θ + sin θt cos θt
(9.193)

即，当入射波中的 E⃗ 与入射面平行时，反射波和折射波中的 E⃗ 的振幅分别为：
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E∥r0
E∥0

= tan(θ − θt)
tan(θ + θt)

(9.194)

E∥t0
E∥0

= 2 cos θ sin θt

sin θ cos θ + sin θt cos θt
(9.195)

上述我们从麦克斯韦方程组以及电磁场边值关系出发推导得出的9.186、9.187、9.194、9.195式，
就是光学中的菲涅尔公式。

由上述菲涅尔公式，我们还可以看出几个有趣的光学现象：

• 反射波的半波损失：当入射波的 E⃗ 与入射面垂直时，由9.186式，反射波和入射波的振幅
的符号相反，即两者相位相差 π，好像差了半个波长，这种现象称为“半波损失”。

• 平行偏振反射波的消失：由9.194式，当 θ + θt = π/2 时，E∥r0 = 0，即反射波消失。我们
把满足 θ + θt = π/2 的这一特殊入射角，称为布鲁斯特角 θB。根据折射定律，可以得出：

sin θB

sin θt
= sin θB

sin(π/2 − θB)
= n21 ⇒ tan θB = 1

n21
(9.196)

一个任意偏振的波，总可以分为 E⃗ 平行和垂直入射面的两个入射波。当平面波的入射角
为布鲁斯特角时，反射波的 E⃗ 只剩下了垂直入射面方向的分量。

下面，我们再来看一个简单情形，即入射波为垂直入射（入射波波矢与介质表明垂直）时的
情况。此时，入射角、反射角和折射角都为 0，根据9.182、9.183、9.190和9.191式，我们有：

E⊥r0
E⊥0

= 1 − β

1 + β
(9.197)

E⊥t0
E⊥0

= 2
1 + β

(9.198)

E∥r0
E∥0

= β − 1
1 + β

(9.199)

E∥t0
E∥0

= 2
1 + β

(9.200)

其中，

β =
√

ε2µ1
ε1µ2

=
√

µ1/ε1√
µ2/ε2

(9.201)

如果我们对每一个介质，定义一个量：

Z =
√

µ

ε
(9.202)

即：
Z1 =

√
µ1
ε1

, Z2 =
√

µ2
ε2

, β = Z1
Z2

(9.203)
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则上述几个振幅关系可以写成：

E⊥r0
E⊥0

= Z2 − Z1
Z1 + Z2

(9.204)

E⊥t0
E⊥0

= 2Z2
Z1 + Z2

(9.205)

E∥r0
E∥0

= Z1 − Z2
Z1 + Z2

(9.206)

E∥t0
E∥0

= 2Z2
Z1 + Z2

(9.207)

我们把9.202式定义的量，称为介质的阻抗。可以验证，阻抗 Z 具有电阻的单位（欧姆）。由
上面的振幅关系可知，当 Z1 = Z2 时：

E⊥r0 = 0, E⊥t0 = E⊥0, E∥r0 = 0, E∥t0 = E∥0 (9.208)

即，当 Z1 = Z2 时，反射波振幅为零，折射波振幅等于入射波，我们把这种情况，称为“阻抗
匹配”。

这里提到的“阻抗匹配”，即反射波消失的情形，在通信中电磁波的传输和接收中具有重
要意义。当电磁波从一种介质传输到另一种介质时，比如，从空气中传输到天线上、从电缆中
传输到接收设备（比如一个负载电阻上）时，为了最大化传输效率，并且避免反射波与入射波
的叠加造成信号干扰，往往要求在两个介质中实现“阻抗匹配”，以消除反射波的存在。只不
过，9.202式定义的阻抗，只适用于自由空间的平面电磁波（比如空气中）。比如，空气的阻抗为
Z =

√
µ0
ε0

= 377Ω。对于电缆等电磁波被限制在有限空间中的情形，其阻抗需要通过求解电缆上
的电压信号和电流信号并求它们的比值给出，比如，对于无损电缆（电阻 R = 0），其阻抗为：

Z0 =

√
L

C
(9.209)

其中，L 和 C 分别为单位长度的电缆的电感和电容（在第五章和第八章我们均做过相关计算）。

若两种介质的相对磁导率都为 1，则：

β =
√

ε2
ε1

= n2
n1

(9.210)

此时，正入射的振幅关系可以写成：

E⊥r0
E⊥0

= n1 − n2
n1 + n2

(9.211)

E⊥t0
E⊥0

= 2n1
n1 + n2

(9.212)

E∥r0
E∥0

= n2 − n1
n1 + n2

(9.213)

E∥t0
E∥0

= 2n1
n1 + n2

(9.214)
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对应的反射波和折射波的强度与入射波的强度之比（分别称为反射比和折射比）为：

R = Ir

I
= E2

r0
E2

0
=

(
n1 − n2
n1 + n2

)2
(9.215)

T = It

I
= E2

t0
E2

0
=

( 2n1n2
n1 + n2

)2
(9.216)

习题



习题参考答案

1.5:

• 假设标量场 Φ 在空间中某点的等势面的法向与 r̂ 平行，则 ∇Φ 的大小为：

|∇Φ| = dΦ
|dr⃗|

= ∂Φ
∂r

即这种情况下：∇Φ = r̂ ∂Φ
∂r

• 假设标量场 Φ 在空间中某点的等势面的法向与 ϕ̂ 平行，则 ∇Φ 的大小为：

|∇Φ| = dΦ
|dr⃗|

= ∂Φ
r∂ϕ

即这种情况下：∇Φ = ϕ̂ ∂Φ
r∂ϕ

• 假设标量场 Φ 在空间中某点的等势面的法向与 ẑ 平行，则 ∇Φ 的大小为：

|∇Φ| = dΦ
|dr⃗|

= ∂Φ
∂z

即这种情况下：∇Φ = ẑ ∂Φ
∂z

综上，在柱坐标系中，∇Φ = r̂ ∂Φ
∂r + ϕ̂ ∂Φ

r∂ϕ + ẑ ∂Φ
∂z，因此矢量算符 ∇ 在柱坐标系中的表达式为：

∇ = r̂
∂

∂r
+ ϕ̂

1
r

∂

∂ϕ
+ ẑ

∂

∂z

1.6: 以 ∇ · F⃗ 为例：

∇ · F⃗ =
(

r̂
∂

∂r
+ ϕ̂

1
r

∂

∂ϕ
+ ẑ

∂

∂z

)
·
(

Frr̂ + Fϕϕ̂ + Fzẑ

)
= r̂ ·

(
∂(Frr̂ + Fϕϕ̂ + Fzẑ)

∂r

)
+ ϕ̂

1
r

·
(

∂(Frr̂ + Fϕϕ̂ + Fzẑ)
∂ϕ

)
+ ẑ ·

(
∂(Frr̂ + Fϕϕ̂ + Fzẑ)

∂z

)

203
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利用 ∂r̂
∂r = 0, ∂ϕ̂

∂r = 0, ∂ẑ
∂r = 0, ∂r̂

∂ϕ = ϕ̂, ∂ϕ̂
∂ϕ = 0, ∂ẑ

∂ϕ = 0, ∂r̂
∂z = 0, ∂ϕ̂

∂z = 0, ∂ẑ
∂z = 0，可将上式化简为：

∇ · F⃗ = r̂ ·
(

∂(Frr̂)
∂r

)
+ ϕ̂

1
r

·
(

∂(Frr̂ + Fϕϕ̂)
∂ϕ

)
+ ẑ ·

(
∂(Fzẑ)

∂z

)
= r̂ ·

(
r̂∂Fr + Fr∂r̂

∂r

)
+ ϕ̂

1
r

·
(

Fr∂r̂ + r̂∂Fr + ϕ̂∂Fϕ + Fϕ∂ϕ̂

∂ϕ

)
+ ẑ ·

(
Fz∂ẑ + ẑ∂Fz

∂z

)

= r̂ ·
(

r̂∂Fr

∂r

)
+ ϕ̂

1
r

·
(

Fr∂r̂ + ϕ̂∂Fϕ

∂ϕ

)
+ ẑ ·

(
ẑ∂Fz

∂z

)
= ∂Fr

∂r
+ 1

r
(Fr + ∂Fϕ

∂ϕ
) + ∂Fz

∂z

= 1
r

∂(rFr)
∂r

+ 1
r

∂Fϕ

∂ϕ
+ ∂Fz

∂z

1.10: ∇U = −r̂
r2 , ∇ × (∇U) = 0

1.11: ∇ · F⃗ = 0, ∇ × F⃗ = 0

1.12: ∇ · F⃗ = 0, ∇ × F⃗ = 2ẑ

2.1: 由例2.2可知，碰撞参数为 b 的一个核外电子获得的动能为：

∆E = 2k2z2e4

m0b2v2 (9.217)

对厚度为 dx 的物质，碰撞参数在 b 至 b + db 之间的核外电子总数为：

dNe = NZdV = NZ(2πbdbdx) = 2πNZbdbdx (9.218)

这些电子获得的总动能为：

(dE)b∼b+db = dNe · ∆E = 4πNZk2z2e4

m0v2b
dbdx (9.219)

因而，厚度为 dx 的物质中所有核外电子获得的总动能为：

dE =
ˆ bmax

bmin

4πNZk2z2e4

m0v2b
dbdx = 4πNZk2z2e4

m0v2 dx ln
(

bmax
bmin

)
(9.220)

下面讨论 bmax 和 bmin 该如何取值：

• bmin 对应的是经典碰撞理论中的对心碰撞，此时电子获得的动能为 2m0v2，代入9.217式
可得：

2k2z2e4

m0b2
minv2 = 2m0v2 ⇒ bmin = kze2

m0v2 (9.221)
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• bmax 对应的是电子获得的能量刚好够它激发或电离（即激发能级 I）：

2k2z2e4

m0b2
maxv2 = I ⇒ bmax = kze2

v

( 2
m0I

)1/2
(9.222)

代入9.220式可得：

dE = 4πNZk2z2e4

m0v2 dx ln
(

bmax
bmin

)

= 4πNZk2z2e4

m0v2 dx ln
(2m0v2

I

)1/2
(9.223)

即入射带电粒子单位距离由于上述电离过程的能量变化为：

(dE

dx

)
ion

= −4πNZk2z2e4

m0v2 ln
(2m0v2

I

)1/2
(9.224)

2.3: E⃗(x) = 6ql2

4πε0x4

2.4: 两平板之间：E = σ
ε0
，方向由正带电平板指向负带电平板；两平板外：E = 0

2.5: U = λ
2πε0

ln r0
r ，其中 r0 为电势为零的参考点离带电直线的距离（注意不能将无穷远或

带电直线选为电势为零的参考点）。

2.6: q√
2ε0

2.7:

1. U(x, y, z) = Q

4πε0
√

x2+y2+z2
− q

4πε0
√

x2+(y−d)2+z2

2. 球心：(0, d
1−(q/Q)2 )，半径： d

Q/q−q/Q

2.8: 使用柱坐标系，当 r > R 时，E⃗(r⃗) = ρeR2

2ε0r r̂；当 r ≤ R 时，E⃗(r⃗) = ρer
− 2ε0r̂

2.9: 设带电细线的中心在 x = 0 处，则当 x > l/2 时 E(x) = λe
4πε0

8
4x−l2/x

；当 0 < x < l/2 时
E(x) = λe

4πε0
8

2l−8x2；当 x < 0 时 E(x) = −E(−x)。电荷会向两端聚集。

3.1:

1) A：q；B 内表面：−q；B 外表面 Q + q

2) UA = 1
4πε0

(
q

R1
+ −q

R2
+ Q+q

R3

)

3) A：q；B 内表面：−q；B 外表面 0
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4) A：q′；B 内表面：−q′；B 外表面 −q + q′，其中：

0 = q′

R1
+ −q′

R2
+ −q + q′

R3
(9.225)

4.1:
E⃗ = 3

2 + εr
E⃗0

6.3:

A⃗(r⃗) =


µ0Rωσ

3 r sin θϕ̂, r ≤ R,

µ0R4ωσ
3

sin θ
r2 ϕ̂, r > R.

球内磁感应强度：
B⃗ = 2

3
µ0σRω⃗

7.2:

H⃗ = −M⃗

3
, B⃗ = 2µ0M⃗

3

8.1:
Z0 = 60

√
εr

ln R2
R1

⇒ R2
R1

= e5/3 = 5.29
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